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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследования. В настоящее время перед 

железнодорожным транспортом России стоят задачи увеличения массы грузов и 

скорости перевозок, что требует развития тяжеловесного и высокоскоростного 

движения. Повышение скорости движения и нагрузки на ось, а также различные 

климатические условия предполагают применение новых конструкций верхнего 

строения пути, при условии обязательного сохранения его стабильности. Для 

решения подобных задач в мировой практике широко распространены 

безбалластные конструкции, однако проведенные исследования сфер их 

использования в условиях российских железных дорог продемонстрировали 

ограниченность их применимости. Таким образом, задача выбора оптимальных 

конструкций верхнего строения пути для конкретных условий эксплуатации 

является крайне актуальной, а её решение требует расчета стоимости жизненного 

цикла. При этом проведение натурных испытаний весьма затруднительно, и, 

зачастую, экономически нецелесообразно, что свидетельствует о необходимости 

применения математического моделирования. Одной из широко используемых на 

практике при решении данной задачи, является модель колебаний пути как 

трехслойной балки, лежащей на модифицированном основании Винклера. Эта 

модель позволяет получить вероятностные оценки таких характеристик верхнего 

строения пути, как углы поворота сечений, изгибающие моменты, поперечные 

силы, прогибы, напряжения в элементах конструкции. Знание подобных оценок 

позволяет решать задачи увеличения срока службы конструкции, 

прогнозирования ремонтов верхнего строения пути, исследования поведения 

конструкции при ударном взаимодействии колеса и рельса, делает возможным 

оценку вероятности превышения данными характеристиками существующих 

нормативных значений. Использование данной модели позволяет проводить 

расчет средних значений и среднеквадратических отклонений случайных 

процессов для каждого из рассматриваемых слоев, что является немаловажным 

для ряда задач, связанных с исследованием безбалластных конструкций. 
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Нахождение этих вероятностных характеристик требует расчета матрицы 

взаимных спектральных плотностей вертикальных динамических сил, 

действующих на путь, однако, в настоящее время отсутствует метод ее 

нахождения для модели трехслойной конструкции, и для решения текущих задач 

используется приблизительная оценка.  

Степень разработанности темы. Исследования методов оценки 

воздействия экипажа на путь, расчета статистических характеристик случайных 

процессов, возникающих в конструкции верхнего строения пути, изложены в 

работах В.Г. Альбрехта, Е.С. Ашпиза, Е.М. Бромберга, А.Л. Васютынского, М.Ф. 

Вериго,  В.М. Гаврилова, Б.Э. Глюзберга, А.М. Годыцкого-Цвирко, В.Н. 

Данилова, В.Д. Дановича, П.И. Дыдышко, В.М. Ермакова, О.П. Ершкова, Г.Г. 

Желнина, А.Я. Когана, Б.Г. Коренева, С.С. Кохманюка, В.П. Крачковского, С.С. 

Крепогорского, В.С. Лысюка, П.П. Мельникова, Г.Б. Муравского, В.О. Певзнера, 

Ю.Л. Пейча, Н.П. Петрова, И.В. Прокудина, Ю.С. Ромена, М.Н. Ручимского, Б.Н. 

Сергеева,  О.А. Суслова, С.П. Тимошенко, В.Ф. Ушкалова, А.П. Филиппова, М.А. 

Фришмана, Г.М. Шахунянца, В.Ф. Яковлева. 

Аналогичные исследования для безбалластных конструкций проводились в 

работах И.В. Амеличева, Н.И. Ананьева, В.Ф. Барабошина, Ю.Д. Волошко, 

А.В. Замуховского, С.И. Клинова, А.Ф. Колоса, Н.Д. Кравченко, А.Д. Разуваева, 

А.В. Савина, В.В. Третьякова. 

За рубежом подобные исследования изложены в работах P.Dieter, I. Dörr, 

R.V. Dukkipati, I. Eisenmann, V.K. Garg, I. T. Kenney, G. Leykauf, G. Marie, P.M. 

Mathews,  E. Winkler, H. Zimmerman. 

Цель и задачи исследования. Целью исследования является разработка 

метода прогнозирования срока службы безбалластного пути с учетом 

вертикальных динамических сил, вызванных неровностями  пути в профиле. 

Для достижения данной цели поставлены и решены следующие задачи: 

1) Разработка метода расчета матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил через неровности пути в профиле в 

модели трехслойной балки, лежащей на модифицированном основании Винклера. 
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2) Получение характеристик случайных процессов изменения прогибов 

и напряжений в слоях безбалластной конструкции от воздействия вертикальных 

динамических сил, вызванных неровностями пути. 

3) Определение влияния случайных процессов изменения прогибов и 

напряжений в слоях безбалластной конструкции на срок ее службы. 

4) Оценка возникающих расхождений между результатами расчетов 

срока службы безбалластного пути, полученных при помощи предлагаемого 

метода по сравнению с существующим. 

Объект исследования. Безбалластный путь как трехслойная балка, 

лежащая на модифицированном основании Винклера  

Предмет исследования. Взаимодействие поездной нагрузки и 

безбалластного пути с учетом вертикальных динамических сил, вызванных 

неровностями пути. 

Методы исследования. В исследовании использованы следующие методы: 

1) Обобщение и анализ отечественного и зарубежного опыта в области 

моделирования воздействия экипажа на путь; 

2) Преобразование системы дифференциальных уравнений с частными 

производными четвертого порядка и нахождение частотных характеристик, 

описывающих модель колебаний пути, как трехслойной конструкции; 

3) Математическое моделирование вертикальных динамических сил, 

возникающих при воздействии четырехосного грузового вагона на 

железнодорожный путь; 

4) Математический аппарат теории случайных процессов при нахождении 

вероятностных оценок характеристик верхнего строения пути; 

5) Компьютерное моделирование при проведении численных расчетов и 

анализе полученных результатов. 

Научная новизна. Научная новизна работы заключается в следующем: 

1) Разработан метод расчета матрицы взаимных спектральных 

плотностей сил через неровности пути в профиле в модели колебаний пути, как 
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трехслойной балки, лежащей на модифицированном основании Винклера, для 

оценки срока службы БКП; 

2) Найдены частотные характеристики, связывающие вектор 

динамических сил в контактах колес четырехосного грузового вагона и рельсов с 

вектором вертикальных смещений колесных центров в вагоне, что позволяет 

рассчитать матрицу взаимных спектральных плотностей вертикальных 

динамических сил, действующих на путь, с учетом неровностей пути в профиле; 

3) Установлена зависимость расчетного значения срока службы 

безбалластной конструкции от скорости движения поезда, осевой нагрузки вагона 

и грузонапряженности линии, при заданных параметрах конструкции пути; 

4) Установлено, что разница в результатах расчета срока службы 

безбалластной конструкции пути для существующих условий ВСМ с 

применением моделей однослойной балки и трехслойной балки составляет 

порядка 5-10%. С ростом скорости движения и нагрузки на ось расхождение 

между результатами расчетов на моделях увеличивается, и, при достаточно 

больших значениях данных параметров, может превышать 20-30%, что делает 

целесообразным использование метода, предложенного в настоящей работе. 

Достоверность результатов. Достоверность разработанного метода 

проверена расчетами на ЭВМ с использованием реальных исходных данных и 

сравнением расчетных показателей с результатами проведенных натурных 

экспериментов по определению напряжений и прогибов. 

На защиту выносится: 

1) Математическая модель воздействия четырехосного грузового вагона на 

железнодорожный путь как на трехслойную балку, лежащую на 

модифицированном основании Винклера, позволяющая определить срок службы 

БКП; 

2) Метод расчета матрицы взаимных спектральных плотностей 

динамических сил при заданных статистических параметрах неровностей пути в 

профиле; 
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3) Найденные при помощи данного метода статистические характеристики 

случайных процессов изменения прогибов и напряжений в слоях исследуемой 

безбалластной конструкции пути с учетом вертикальных динамических сил, 

вызванных неровностями пути. 

Практическая значимость.  

Предложенная математическая модель и численные расчеты использованы 

для: 

− определения допустимых геометрических размеров бетонной несущей 

плиты при разработке первой редакции ГОСТ Р Безбалластный путь 

высокоскоростных железнодорожных линий. Требования безопасности и методы 

контроля 

− формирования предложений по изменению ГОСТ 32698-2014 

Скрепление рельсовое промежуточное железнодорожного пути. Требования 

безопасности и методы контроля. 

− разработки нового типа рельсового скрепления (заявки на патент № 

2022112623, 2022112624, 2022112625, 2022112626, 2022112627 от 11.05.2022). 

Результаты данной работы могут быть использованы при: 

− оценке срока службы безбалластного пути по результатам 

эксперимента на опытном полигоне и обосновании выбора конструкции; 

− оценке вероятности превышения допустимых значений напряжений в 

слоях безбалластной конструкции пути; 

− расчете стоимости жизненного цикла и прогнозировании ремонтов 

безбалластного пути. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались, 

обсуждались и были одобрены на: 

1) Всероссийской научно-практической конференции к 75-летию 

аспирантуры Научно-исследовательского института железнодорожного 

транспорта «Актуальные вопросы развития железнодорожного транспорта», г. 

Москва, АО «ВНИИЖТ», 2019 г.; 
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2) XIX Всероссийской научно-практической конференции «Безопасность 

движения поездов», г. Москва, РУТ МИИТ, 2018 г.; 

3) Научно-технической конференции с международным участием 

«Интеллектуальные системы управления на железнодорожном транспорте. 

Компьютерное и математическое моделирование. ИСУЖТ-2014», секция №3, г. 

Москва, РУТ МИИТ, 2014 г.; 

Публикации. Основные материалы по теме диссертации опубликованы в 8 

печатных работах, в том числе 4 из рекомендованного ВАК перечня. 

Структура и объем работы диссертации. Диссертация состоит из 

введения, четырех глав, заключения, списка использованных источников из 146 

наименований и 5 приложений. Объем диссертации составляет 128 страниц, 

включая 14 таблиц и 48 рисунков. 

  



11 
 

 

 

1. АНАЛИЗ ОТЕЧЕСТВЕННЫХ И ЗАРУБЕЖНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 

1.1. История развития теории расчетов пути на прочность 

«При проектировании конструкций железнодорожного пути и его 

элементов, выбора их геометрических форм, показателей прочности и 

надежности, определении наибольших допускаемых нагрузок на ось и скоростей 

движения подвижного состава, норм устройства» [1] и содержания пути, 

необходимо уметь оценивать показатели его напряженно-деформированного 

состояния. 

В период середины XIX – начала XX веков учеными были начаты 

исследования, «посвященные задаче нахождения величины нагрузки, 

передаваемой от подвижного состава на путь. В это время были разработаны 

первые математические модели взаимодействия экипажа и пути – модель рельса 

как балки на сплошном упругом основании и модель рельса как балки на многих 

упругих опорах» [1]. Эти направления впоследствии развивались параллельно 

друг другу. В то же время появились первые средства диагностики 

железнодорожного пути, а также были проведены первые экспериментальные 

исследования. 

В 1835 г. «П. П. Мельников рассматривал рельс как балку, лежащую на двух 

жестких опорах и загруженную вертикальной нагрузкой в своей работе “О 

железных дорогах”» [2]. 

В 1847 г. «в институте инженеров путей сообщения Ф.И. Энрольдом была 

предложена формула для расчета рельса на изгибную прочность, которая была 

использована на практике при расчетах рельсов казенных железных дорог, а в 

последствие применялась проектировщиками в США» [3]. 

В 1867 году Э. Винклером была представлена модель балки на сплошном 

упругом основании [4]. 
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В1888 г. «немецкий ученый Циммерман усложнил схему, предложенную 

П.П. Мельниковым, и предложил рассматривать рельс в качестве неразрезной 

балки, лежащей на четырех упругих опорах» [5]. 

В конце XIX – начале XX веков в экспериментальных работах А. Л. 

Васютынского [6, 7] было введено понятие коэффициента постели шпалы. Им же 

были исследованы различия в упругих деформациях элементов верхнего строения 

пути, установлено отставание во времени деформаций пути от действующих на него 

сил, а также собраны материалы по упругим характеристикам и деформациям пути.  

«Используя результаты опытов по измерениям упругих деформаций пути, 

проведенных в 1890–1898гг. И. Р. Стецевичем и А. Л. Васютынским, С. П. 

Тимошенко в качестве расчетной схемы железнодорожного пути была принята 

балка, лежащая на сплошном упругом основании. Им были предложены формулы 

для расчета сил взаимодействия колес и рельса и дана количественная оценка их 

влияния на колебания пути» [3]. В дальнейшем, данная модель получила развитие 

усилиями проф. А. М. Годыцким-Цвирко с учетом предположения о равномерности 

распределения массы пути по его протяженности, а в 1923г. вышла в свет его работа 

«Взаимодействие пути и подвижного состава» [8]. 

«В. П. Крачковским было предложено проводить расчет пути в два этапа: на 

первом этапе определялись статические напряжения, а затем производился расчет 

динамических напряжений путем перемножения статических напряжений на 

динамический коэффициент» [9, 10]. Полученная величина сопоставлялась с 

допустимыми значениями, в результате чего делались окончательные выводы о 

допускаемой скорости движения. 

Академик Н. П. Петров внес весомый вклад в теорию взаимодействия пути 

и подвижного состава. В его работах «рельс рассматривается в качестве балки, 

имеющей бесконечную длину и лежащей на множестве точечных упругих опор 

или на сплошном упругом основании. Для расчетов им использовалась гипотеза о 

совпадении кривой прогибов рельса под действием неподвижной статической 

нагрузки с аналогичной кривой под действием равной по величине динамической 

нагрузки. Им были заложены основы применения теории вероятностей к 
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наблюдениям за напряжениями и деформациями в железнодорожном пути» [3]. В 

1915 г. опубликована работа Н. П. Петрова «Давление колеса на рельсы железных 

дорог, прочность рельсов и устойчивость пути»[11].  

«Создание в 1918 г. Экспериментального института путей сообщения 

положило начало широким исследованиям в области взаимодействия колеса и 

рельса. Разработанная программа исследований статических деформаций рельса 

включала в себя изучение изгиба рельса в зависимости от качества балласта и 

упругих опор, изучение влияния неровностей пути и колес подвижного состава (в 

частности ползунов на колесах) на возникающие вертикальные силы и деформации» 

[3], и многое другое. Данная программа была составлена при участии крупнейших 

специалистов – К. Ю. Цеглинского, П. А. Велихова, Н. Т. Митюшина, В. К. 

Дмоховского, Э. Э. Гековича, Р. П. Гриненко и др.  

На базе работ А. Л. Васютнинского, Н. П. Петрова, К. Ю. Цеглинского, А. 

А. Холодецкого и др. была разработана первая «Инструкция по определению 

нагрузок на железнодорожный путь и скоростей движения поездов в зависимости 

от типа верхнего строения пути», которая затем несколько раз перебатывалась и 

переиздавалась. Так, в 1929г., а затем в 1931г. были введены уточненные 

официальные методы расчетов пути на прочность.  

В 1933 г. опубликована «работа французского ученого Г. Марье, посвященная 

вопросам взаимодействия пути и подвижного состава, в который были приведены 

детальные исследования колебательного процесса подвижного состава» [12]. 

Значительный вклад в развитие теории динамики пути и его взаимодействия 

с подвижным составом в разное время внесли ученые В. Г. Альбрехт [13], Е.С. 

Ашпиз [14-16], Е. М. Бромберг [17], М. Ф. Вериго [17-21], В. Н. Данилов [22-24], 

В. Д. Данович [25, 26], И. Дёрр [27], В. М. Ермаков [28], О. П. Ершков [29], Г. Г. 

Желнин [30, 31], И. Кенией [32], А. Я. Коган [33-44], Б. Г. Коренев [45], С. С. 

Кохманюк [46], В. П. Крачковский [47, 48], С. С. Крепкогорский [49,50], В. С. 

Лысюк [31], Г. Б. Муравский [51, 52], П. Мэтьюз [53], В. О. Певзнер [54, 55], И. В. 

Прокудин [56], Ю. С. Ромен [57-59], М. Н. Ручимский [45], Б. Н. Сергеев [60], 

С.П. Тимошенко [61, 62], В. Ф. Ушкалов [63], А. П. Филиппов [64], М. А. 
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Фришман [65], Г. М. Шахунянц [66-68], В. Ф. Яковлев [24], а также коллективы 

научных, академических и учебных институтов. 

В 1956 г. за авторством М. Ф. Вериго, В. Н. Данилова, Е. М. Бромберга и 

М. А. Фришмана «издан обобщающий труд по взаимодействию пути и 

подвижного состава» [17]. «М. Ф. Вериго разработал вероятностный анализ 

отдельных сил и метод композиции их результирующего действия и в 1972 г., 

после проведения экспериментальных и теоретических исследований, – 

предложения по корректировке практического метода расчета пути на прочность. 

М. Ф. Вериго было предложено теоретическое обоснование расчета вертикальных 

сил, действующих на путь от подвижного состава, основанное на методах теории 

вероятностей. Им была сформулирована гипотеза о равенстве сопротивления 

движению поезда, связанного с работой сил трения в пути при движении 

нагрузки, произведению вертикальной нагрузки, передаваемой от колеса на рельс, 

на угол поворота сечения рельса в точке контакта с колесом» [3].  

В. Н. Даниловым были проведены фундаментальные исследования, 

«связанные с особенностями работы пути в зоне стыка рельсов, и разработана 

схема расчета пути в зоне стыка в виде бесконечной балки на упругом основании 

с упругим шарниром» [23]. 

Г. М. Шахунянц внес существенный вклад в теорию расчетов верхнего 

строения пути [66–68], уточнил гипотезу Н. П. Петрова, предложив свою 

«гипотезу о совпадении кривых прогибов рельса под действием движущейся 

динамической нагрузки и при действии такой же по величине постоянной 

движущейся нагрузки» [3].  

В 1968 г. А. Я. Коганом «для исследования динамики балки под действием 

переменной во времени подвижной нагрузки был предложен принципиально 

новый частотный метод, что позволило найти точное аналитическое решение 

поставленной задачи. В его основе лежит распространение метода частотных 

характеристик, используемого для решения обыкновенных линейных 

дифференциальных уравнений [69], на определенный тип линейных 

дифференциальных уравнений в частных производных» [38]. В дальнейшем 
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данный метод был развит в работах [18, 33, 35] и распространен на основание 

Власова – Леонтьева [25], а также на основание с неупругим сопротивлением, 

удовлетворяющим гипотезе Е. С. Сорокина [70].  

В 1986 г. М. Ф. Вериго и А. Я. Коганам опубликовано фундаментальное 

исследование «Взаимодействие пути и подвижного состава» [18]. В нем 

излагаются «два метода расчета пути на прочность – практический, широко 

применяемый при движении поездов со скоростями до 100–120 км/ч, и метод в 

полной постановке задачи, позволяющий проводить исследования сил, 

возникающих при взаимодействии пути и подвижного состава при любых 

скоростях движения экипажей» [18] с использованием ЭВМ. 

Метод частотных характеристик успешно использовался в исследованиях 

горизонтального изгиба и кручения рельса под действием подвижной 

динамической нагрузки [71], при исследованиях колебаний многослойных балок 

бесконечной длины на упругом основании [72]. Также он применялся «при 

расчете нестационарного напряженно-деформированного состояния элементов 

конструкции пути в зоне стыка рельсов» [39], «напряженно-деформированного 

состояния грунтового подшпального основания при воздействии динамической 

нагрузки» [40], «в исследованиях нестационарных процессов, возникающих в 

однородном поезде при произвольном расположении в нем тяговых единиц» [41].  

В настоящее время для оценки напряженно-деформированного состояния 

пути могут быть использованы программы на ЭВМ, в основе которых лежит 

метод конечных элементов (МКЭ). Подобный способ расчета привлекателен 

своей универсальностью, однако он не позволяет провести анализ внутренних 

связей в системе и раскрыть физическую суть происходящих в ней колебательных 

и волновых процессов, что может приводить к ошибочным результатам [34].  

Увеличение объемов перевозимых на железных дорогах грузов, вызванное 

развитием российской экономики, повлекло за собой использование 

тяжеловесных поездов, а также вагонов с повышенной нагрузкой на ось. При 

этом, наблюдается рост пассажиропотока, а также «возникает потребность в 

конкуренции с автомобильным и авиационным транспортом. Проблема 
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возрастающего объема перевозок пассажиров и грузов в условиях отсутствия 

резервов провозной и пропускной способности ведет к необходимости 

использования новых конструкций пути» [73], способных обеспечить повышение 

массы поездов, их длины и скорости движения, а также минимизацию временных 

затрат на проведение всех видов путевых работ. 

Одной из главных и наиболее ресурсоемких проблем, остро стоящей перед 

железнодорожным транспортом России, является проблема деформативности 

пути. Эта проблема вызывает значительные затраты на текущее содержание пути, 

сокращает время полезной эксплуатации, уменьшает пропускную способность 

железнодорожных линий, что особенно значимо в условиях роста скорости 

движений, веса и длины поездов. «Одним из способов повышения стабильности 

пути является применение безбалластных конструкций пути. За рубежом 

существует опыт использования высокоскоростного движения как на балластном, 

так и на безбалластном верхнем строении пути (БВСП). При этом среди вновь 

возводимых линий наблюдается существенное смещение процентного 

соотношения в сторону БВСП» [73].  

Исследованиями безбалластных конструкций пути в разные годы 

занимались И. В. Амеличев [74, 75], Н. И. Ананьев [75–79], В. Ф. Барабошин [76–

80], Ю. Д. Волошко [81], А. В. Замуховский [82 - 84], С. И. Клинов [85–87], А. Ф. 

Колос [88–90], Н. Д. Кравченко [91–96], А. Д. Разуваев [97], А. В. Савин [42,73,97-

112], В. В. Третьяков [105, 106, 113], I. Eisenmann [114–118], G. Leykauf [118]. При 

этом, вопрос целесообразности применения безбалластных конструкций пути на 

сети российских железных дорог остается открытым. 

В условиях эксплуатации, «когда скорость движения пассажирских поездов 

может превышать 300км/ч, а грузовых – 120 км/ч, и нагрузки на ось могут быть 

более 30 т., для обеспечения безопасности движения поездов» [73] и надежности 

безбалластного пути с учетом максимальной производительности транспорта и 

экономической эффективности его использования необходимо знать 

возникающие в нем динамические процессы. При этом, безбалластные 

конструкции пути мало исследованы, а проведение натурных испытаний связано 
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со значительными затратами и сложностью выбора подходящих условий. Для 

исследования таких показателей, как вертикальные динамические силы в 

контактах колес экипажа и рельсов, прогибы и напряжения, возникающие в слоях 

безбалластной конструкции, могут быть использованы различные математические 

модели [34, 36, 42, 118-122]. Остановимся подробнее на моделях, наиболее часто 

применяемых на практике. 

1.2. Расчет пути на прочность 

1.2.1. Нахождение динамической нагрузки от колеса на рельс 

Для определения максимальной динамической нагрузки колеса на рельс 

используется формула [119, 120]: 

𝑃дин
𝑚𝑎𝑥 = 𝑃ср + 𝜆𝑆,                                                    (1.1) 

где 𝑃ср − среднее значение вертикальной нагрузки от колеса на рельс, кг;  

𝑆 − среднеквадратическое отклонение вертикальной динамической 

нагрузки от колеса на рельс, кг;  

𝜆 − нормирующий множитель, определяющий вероятность появления 

максимальной вертикальной динамической нагрузки.  

Среднее значение вертикальной нагрузки от колеса на рельс 𝑃ср 

рассчитывается по формуле  

𝑃ср = 𝑃ст + 𝑃р
ср
,                                                       (1.2) 

где 𝑃ст − статическая нагрузка от колеса на рельс, кг;  

𝑃р
ср
− среднее значение динамической нагрузки от колеса на рельс, 

вызванной вертикальными колебаниями надрессорного строения, кг. 

 

𝑃р
ср
= 0,75𝑃р

𝑚𝑎𝑥,                                                     (1.3) 
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где 𝑃р
𝑚𝑎𝑥 − максимальная динамическая нагрузка от колеса на рельс, 

вызванная вертикальными колебаниями надрессорного строения, кг.  

При наличии известных экспериментальных значений коэффициента 

динамических добавок от вертикальных колебаний надрессорного строения kд:  

𝑃р
𝑚𝑎𝑥 = 𝑘д(𝑃ст − 𝑞),                                                (1.4) 

где 𝑞 − вес необрессоренных частей, отнесенный к колесу. 

В случае отсутствия известных экспериментальных данных величина 𝑘д 

может быть найдена по формуле 

𝑘д = 0,1 + 0,2
𝑉

𝑓ст
,                                                   (1.5) 

где 𝑓ст − статический прогиб рессорного подвешивания, мм;  

𝑉 − скорость движения, км/ч. 

Для расчета динамической нагрузки от колеса на рельс 𝑃р
𝑚𝑎𝑥 с применением 

эмпирических зависимостей величин динамических прогибов рессорного 

подвешивания 𝑧𝑚𝑎𝑥 от скоростей движения 𝑉 используется формула: 

𝑃р
𝑚𝑎𝑥 = 𝜓𝑧𝑚𝑎𝑥 ,                                                        (1.6) 

где 𝑧𝑚𝑎𝑥 − динамический прогиб рессорного подвешивания, мм;  

𝜓 − жесткость рессорного подвешивания, приведенная к колесу, кг/мм. 

Для нахождения среднеквадратического отклонения от среднего значения 

вертикальной динамической нагрузки от колеса на рельс 𝑆 используется формула:  

𝑆 = √𝑆р
2 + 𝑆нп

2 + (1 −
𝑡

100
)𝑆ннк

2 +
𝑡

100
𝑆инк
2  ,                       (1.7) 

где 𝑡 − число колес рассчитываемого типа, имеющих на поверхности 

катания изолированные плавные неровности, отнесенное к общему количеству 

колес данного типа, эксплуатируемых на участке (в %);  

𝑆р − среднеквадратическое отклонение от среднего значения динамической 

нагрузки от колеса на рельс, вызванной вертикальными колебаниями 

надрессорного строения, кг, 𝑆р = 0,8𝑃р
𝑚𝑎𝑥; 

𝑆нп − среднеквадратическое отклонение от среднего значения 
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динамической нагрузки от колеса на рельс, вызванной силами инерции 

необрессоренных масс, возникающих при прохождении изолированной 

неровности пути, кг;  

𝑆ннк − среднеквадратическое отклонение от среднего значения 

динамической нагрузки от колеса на рельс, вызванной силами инерции 

необрессоренных масс, которые возникают по причине наличия на поверхности 

катания колес непрерывных неровностей, кг;  

𝑆инк − среднеквадратическое отклонение от среднего значения 

динамической нагрузки от колеса на рельс, вызванной силами инерции 

необрессоренной массы, которые возникают по причине наличия плавных 

изолированных неровностей на поверхности катания колес, кг. 

Среднеквадратическое отклонение от среднего значения динамической 

нагрузки от колеса на рельс 𝑆нп, вызванной силами инерции несбрессоренных 

масс 𝑃нп
𝑚𝑎𝑥, которые возникают при проходе изолированной неровности пути, 

рассчитываются по формуле:  

𝑆нп = 0,707 ∙ 𝑃нп
𝑚𝑎𝑥 ,                                               (1.8) 

𝑆нп = 0,565 ∙ 10
−8𝛼1𝛽𝜀𝛾𝑙ш√

𝑈

𝑘
√𝑞𝑃ср𝑉,                          (1.9) 

где 𝛼1 − коэффициент, который учитывает соотношение коэффициентов 

пути с деревянными и железобетонными шпалами; 

𝛽 − коэффициент, учитывающий зависимость возникновения динамической 

неровности от типа рельсов;  

𝜀 − коэффициент, учитывающий образование динамической неровности в 

зависимости от конструкции и материала шпалы;  

𝛾 − коэффициент, учитывающий зависимость образования динамической 

неровности от рода балласта; 

𝑈 − модуль упругости рельсового основания, кг/см2. 

𝑙ш − расстояние между осями шпал, см. 

Для нахождения среднеквадратического отклонения от среднего значения 
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динамической нагрузки от колеса на рельс 𝑆ннк, вызванной силами инерции 

необрессоренной массы 𝑃ннк
𝑚𝑎𝑥, возникающими при движении колеса, имеющего 

на поверхности катания плавную непрерывную неровностью, используется 

формула:  

𝑆ннк = 0,225𝑃ннк
𝑚𝑎𝑥,                                                (1.10) 

𝑃ннк
𝑚𝑎𝑥 =

𝛼0𝐾1𝑈𝑉
2√𝑞

𝑑2√𝑘𝑈 − 3,26𝑘2𝑞
,                                      (1.11) 

где 𝛼0 − коэффициент, который характеризует отношение необрессоренной 

массы колеса и массы пути, участвующей во взаимодействии;  

𝐾1 − коэффициент, который характеризует неравномерность образования 

проката поверхности катания колес. Для тепловозов, электровозов, вагонов и 

моторвагоного подвижного состава 𝐾1 принимается равным 0,23;  

𝑞 − вес необрессоренных частей, отнесенный к колесу;  

𝑑 − диаметр колеса, см; 

𝑘 − коэффициент относительной жесткости рельсового основания и  

рельса, см-1. 

𝑘 = √
𝑈

4𝐸𝐽

4

,                                                          (1.12) 

где 𝐸 − модуль упругости рельсовой стали. 

Среднеквадратическое отклонение от среднего значения динамической 

нагрузки от колеса на рельс 𝑆инк, вызванной силами инерции необрессоренной 

массы 𝑃инк и возникающих по причине наличия изолированных плавных 

неровностей на поверхности катания рассчитывается по формуле:  

𝑆инк = 0,735𝛼0
𝑈

𝑘
𝑒,                                                 (1.13)  

где 𝑒 − расчетное значение глубины изолированной плавной неровности на 

поверхности катания колеса. 
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1.2.2. Нахождение эквивалентной нагрузки на путь 

«При проведении расчетов рельса как балки, лежащей на сплошном 

упругом основании, происходит замена системы сосредоточенных колесных 

нагрузок эквивалентными одиночными нагрузками» [119, 120]. «Так как 

вероятные максимумы динамической нагрузки расчетного и соседних колес не 

совпадают в силу случайной природы, то при нахождении эквивалентных 

нагрузок используется максимальная вероятная нагрузка для расчетного колеса, а 

также среднее значение нагрузок для соседних колес. Максимальная 

эквивалентная нагрузка для расчетов напряжений от кручения и изгиба в рельсах 

рассчитывается по формуле» [119, 120]: 

𝑃экв
𝐼 = 𝑃дин

𝑚𝑎𝑥 +∑𝜇𝑖𝑃ср𝑖 ,                                       (1.14) 

где 𝜇𝑖 − ординаты линии влияния изгибающих моментов рельса в сечениях 

пути, расположенных под колесными нагрузками от осей экипажа, смежных с 

расчетной осью.  

Значения 𝜇𝑖 находятся по формуле:  

𝜇𝑖 = 𝑒
−𝑘𝑙𝑖(cos 𝑘𝑙𝑖 − sin 𝑘𝑙𝑖),                                    (1.15) 

где 𝑙𝑖 − расстояние между центром оси расчетного колеса и колеса i оси, 

смежной с расчетной. 

Для нахождения максимальной эквивалентной нагрузки при расчетах сил и 

напряжений в элементах подрельсового основания используется формула: 

𝑃экв
𝐼𝐼 = 𝑃дин

𝑚𝑎𝑥 +∑ƞ𝑖𝑃ср𝑖 ,                                         (1.16) 

где ƞ𝑖 − ординаты линии влияния прогибов рельса в сечениях пути, 

расположенных под колесными нагрузками от осей экипажа, смежных с 

расчетной осью.  

ƞ𝑖 = 𝑒
−𝑘𝑙𝑖(cos 𝑘𝑙𝑖 + sin 𝑘𝑙𝑖)                                      (1.17) 
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1.2.3. Нахождение показателей напряженно-деформированного состояния 

элементов конструкции верхнего строения пути 

«Для нахождения изгибающего момента в рельсах при воздействии 

эквивалентной нагрузки используется формула» [82, 83]: 

𝑀 =
𝑃экв
𝐼

4𝑘
                                                       (1.18) 

Для нахождения максимальной нагрузки на шпалу используется формула: 

𝑄 =
𝑘𝑙ш
2
𝑃экв
𝐼𝐼                                                     (1.19) 

Для нахождения максимального прогиба рельса используется формула: 

𝑦 =
𝑘

2𝑈
𝑃экв
𝐼𝐼                                                     (1.20) 

Максимальные значения напряжений, возникающих в элементах верхнего 

строения пути, рассчитываются по формулам:  

– под действием момента М в подошве рельса от изгиба:  

𝜎0 =
𝑃экв
𝐼

4𝑘𝑊
;                                                    (1.21) 

– в кромках подошвы рельса:  

𝜎0 = 𝑓𝜎л;                                                         (1.22) 

– при железобетонной шпале в прокладке, на смятие под подкладкой в 

деревянной шпале:  

𝜎0 =
𝑘𝑙ш
2𝜔

𝑃экв
𝐼𝐼 ;                                                  (1.23) 

– в балласте под шпалой:  

𝜎0 =
𝑘𝑙ш
2𝛺𝛼

𝑃экв
𝐼𝐼 ,                                                 (1.24) 

где 𝑊 − момент сопротивления рельса относительно подошвы, см;  

𝑓 − коэффициент перехода к кромочным напряжениям в подошве рельса от 

осевых напряжений, который учитывает эксцентриситет приложения 

вертикальной нагрузки и воздействие на рельс горизонтальных нагрузок; 
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𝛺𝛼 − площадь полушпалы с учетом поправки на изгиб, см3;  

𝜔 − площадь рельсовой подкладки, см2. 

Нормальные напряжений 𝜎ℎ в балласте, в т. ч. на основной площадке 

земляного полотна, на глубине ℎ от подошвы шпалы по расчетной вертикали 

рассчитываются как сумма: 

𝜎ℎ = 𝜎ℎ1 + 𝜎ℎ2 + 𝜎ℎ3 ,                                      (1.25) 

где 𝜎ℎ1 и 𝜎ℎ3 − напряжения от воздействия первой и третьей шпал 

соответственно, которые лежат по обе стороны от расчетной;  

𝜎ℎ2 − напряжения под расчетным колесом от воздействия второй 

(расчетной) шпалы в сечении пути.  

Нормальные вертикальные напряжения под расчетной шпалой 

рассчитываются по формуле: 

𝜎ℎ2 = 𝜎бр𝜑(2,55𝐶2 +𝑚(0,635𝐶1 − 1,275𝐶2)),                       (1.26) 

где 𝐶1 =
𝑏

2ℎ
−

𝑏3

24ℎ3
; 

𝐶2 =
𝑏ℎ

𝑏2+4ℎ2
;  

𝑚 =
8,9

𝜎бр+4,35
;  

𝜎бр − напряжение на балласте под расчетной шпалой, осредненное по 

ширине, кг/см2;  

ℎ − глубина балластного слоя от подошвы шпалы, см;  

𝑏 − ширина нижней постели шпалы, см;  

𝜑 − коэффициент, который учитывает пространственность приложения 

нагрузки и неравномерность распределения давления вдоль шпалы;  

𝑚 − переходный коэффициент от давления на балласт, осредненного по 

ширине шпалы, к давлению под осью шпалы. 

Для нахождения напряжений под расчетной шпалой на глубине ℎ, 

вызванных воздействием соседних шпал с расчетной, используются формулы:  

𝜎ℎ1 = 0,25𝜎Б12𝐴;                                             (1.27) 

𝜎ℎ3 = 0,25𝜎Б32𝐴,                                             (1.28) 
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где 𝜎Б12 и 𝜎Б32 - среднее значение напряжений по подошве в соседних 

шпалах с расчетной, кг/см2;  

𝐴 − коэффициент, который учитывает глубину шпалы ℎ, ее ширину 𝑏 и 

расстояние между шпалами 𝑙ш. 

Для нахождения возникающих в балласте напряжений под расчетной 

шпалой 𝜎бр используется формула: 

𝜎бр =
𝑘𝑙ш
2𝛺𝛼

𝑃экв
𝐼𝐼 .                                                (1.29) 

Определение напряжений «в балласте под шпалами, соседними с расчетной, 

производится исходя из условия максимальной динамической нагрузки от 

расчетного колеса, которое находится над расчетной шпалой и средних значений 

нагрузок от остальных колес» [123] по формуле (1.29). 

Максимальное вероятное динамическое напряжение в зависимости от 

поездной нагрузки под подошвой расчетной 𝜎Бп и соседних шпал 𝜎Бсп находится 

по формулам:  

𝜎Бп = 𝜎Бп
ср
+ 2,5𝑆Бп,                                             (1.30) 

𝜎Бсп = 𝜎Бсп
ср
+ 2,5𝑆Бсп,                                          (1.31) 

где 𝜎Бп
ср
=

∑ƞ𝑖𝜎Б𝑖
ср

∑ƞ𝑖
− среднее напряжение от поездной нагрузки под расчетной 

шпалой; 

𝜎Бсп
ср
=

∑ƞ𝑖𝜎Бс𝑖
ср

∑ƞ𝑖
− среднее напряжение от поездной нагрузки под шпалой, 

соседней (смежной) с расчетной; 

𝑆Бп = √
∑ƞ𝑖𝑆Бс𝑖

2

∑ƞ𝑖
− среднеквадратическое отклонение напряжений от поездной 

нагрузки под соседней шпалой; 

𝑆Бп = √
∑ƞ𝑖𝑆Б𝑖

2

∑ƞ𝑖
− среднеквадратическое отклонение напряжений от поездной 

нагрузки под расчетной шпалой; 

𝜎Б𝑖
ср
=
𝑘𝑙ш
2𝛺𝛼

𝑃ср (1 +∑ƞ),                                         (1.32) 
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𝑆Б𝑖
2 =

𝑘𝑙ш
2𝛺𝛼

𝑆𝑖 ,                                                          (1.33) 

𝜎Бс𝑖
ср
=
𝑘𝑙ш
2𝛺𝛼

𝑃ср∑ƞс ,                                                   (1.34) 

𝑆Бс𝑖
2 =

𝑘𝑙ш
2𝛺𝛼

∙ 2ƞ𝑙ш𝑆𝑖  .                                             (1.35) 

Здесь 𝑆𝑖 находится из формулы (1.7), ординаты линии влияния прогибов 

рельсов ƞ находятся по формуле (1.17) в зависимости от количества осей в 

тележках экипажей. 

При этом по результатам исследований «безбалластных конструкций пути 

на Экспериментальном кольце в 2010–2014 г. было установлено, что основной 

причиной их выхода из строя является разрушение несущей бетонной плиты из-за 

образования пустот на стыке» [73] со слоем тощего бетона [73,124]. Это связано с 

попаданием воды в зазор, образующийся при проходе поезда из-за разницы 

прогибов слоев конструкции, что подтверждается и зарубежными 

исследованиями, а также результатами натурных испытаний. Таким образом, 

целесообразным является рассмотрение отдельно второго слоя безбалластной 

конструкции пути, что не предусмотрено представленным расчетом пути на 

прочность. 

1.3. Расчет на прочность безбалластного пути 

«В работе «Безбалластный путь для рельсовых путей» Й. Айзенманом и Г. 

Лейкауфом (Технический университет, г. Мюнхен) был предложен следующий 

вариант математической модели для безбалластного пути» [118]. 

Допустимая сжимающая нагрузка на грунт определяется по формуле: 

zulz =
0,006Edyn

1+0,7lg (n)
.                                             (1.36) 
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В соответствии с теорией балок с упругим опиранием, для нахождения сил в 

точках опирания используются следующие уравнения: 

Эластичная длина рельса L определяется по формуле:  

𝐿 = [
4𝐸𝐼

𝑏𝐶
]
0,25

.                                                    (1.37) 

Прогиб рельса 𝑦 находится по формуле: 

𝑦 =
1

2𝑏𝐶𝐿
∑(𝑄𝑖 ∙ 𝜂𝑖),                                            (1.38) 

ηi =
sinξi + cosξi

eξi
,                                                 (1.39) 

𝜉𝑖 =
𝑥𝑖
𝐿
.                                                             (1.40) 

Сила в точке опоры 𝑆 находится по формуле: 

𝑆 = 𝑏 ∙ 𝐶 ∙ 𝑎 ∙ 𝑦,                                                 (1.41) 

где 𝐸 − модуль упругости рельса, Н/мм2; 

𝐼 − Момент инерции рельса, мм4; 

𝑏 − Ширина воображаемой продольной балки, мм; 

𝐶 − Модуль балластной постели, Н/мм3; 

𝑄𝑖 − Сила, действующая на колесо, Н; 

𝜂𝑖 − Фактор влияния для учета соседних осей; 

𝑥𝑖 − Расстояние соседних осей от опорной оси, мм; 

𝑎 − Расстояние между опорными точками, мм; 

Edyn − динамическая сила. 

«Поскольку произведение 𝑏 ∙ 𝐶 входит в формулы в качестве постоянного 

коэффициента, то можно произвести замену 𝑏 ∙ 𝐶 = 𝑐/𝑎, где 𝑐 − пружинная 

постоянная скрепления с рельсом, Н/мм» [73]. 

Для «случая двухслойных несущих плит необходимо различать систему I с 

отсутствием связи между несущей бетонной плитой сплошного армирования или 

асфальтовой несущей плитой и гидравлически-связанным несущим слоем («без 

связки») и систему II со связью между слоями («со связкой»). Для проведения 

расчета системных данных для этих систем может быть использован метод» [118], 
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предложенный профессором Айзенманом. В этом случае происходит 

преобразование реальной трехслойной системы в фиктивную двухслойную. Затем 

проводится «расчет упругой длины замененной балки LE и изгибающих моментов 

для систем I и II от сил в точках опирания. При этом учет сил в опорных точках 

происходит только в положительной области линии моментов. Последним этапом 

является расчет нормальных растягивающих напряжений при изгибе σ1, σ2 на 

нижней стороне обоих слоев [73]. 

1.3.1. Метод расчета изгибающей нагрузки для трехслойной системы, 

состоящей из несущей плиты и связанного несущего слоя 

без связки на упругой опоре 

На рисунке 1.1 показана система, которая состоит из несущей плиты и 

связанного несущего слоя без связки на упругой опоре. 

 

Рисунок 1.1 – Система I «без связки» 

 

Для нахождения упругой длины замененной балки 𝐿𝐸  используется формула: 

𝐿𝐸 = [
4𝐸𝐸𝐼𝐸
𝑏𝐸𝐶

]
0,25

, [мм].                                            (1.42) 

Для нахождения момента инерции замененной балки 𝐼𝐸  используется формула: 
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𝐼𝐸 =
bE ∗ hI,II

3

12
 , [мм4].                                              (1.43) 

Момент изгиба 𝑀𝐼𝐼 на замененной балке находится по формулам: 

𝑀𝐼.𝐼𝐼 =
𝐿𝐸
4
∙∑(𝑆𝑖 ∗ 𝜇𝑖), [Н ∗ мм],                                  (1.44) 

μi =
− sinξi + cosξi

eξi
,                                            (1.45) 

𝜉𝑖 =
𝑥𝑖
𝐿
,                                                          (1.46) 

где 𝐸𝐸  - модуль упругости замененной балки, (Н/мм2); 

𝑏𝐸  - половинная ширина лотка, мм; 

𝑆𝑖  - силы в точках опирания, Н; 

𝜇i - фактор влияния для учета соседних осей. 

Фиктивный модуль балластной постели k находится по формуле: 

k =
E3
hx
[
Н

мм3
],                                                 (1.47) 

hx = 0,83 ∗ h1 ∗ √
E1
E3

3

+ c ∗ h2 ∗ √
E2
E3

3

, [мм].                       (1.48) 

Здесь значение 𝑐 принимается равным  0,83 в случае гидравлически 

связующих веществ и 𝑐 = 0,90  для битумных связующих веществ. 

Для нахождения толщины заменяющей системы с равной жесткостью 

используется формула: 

hI = √
E1 ∗ h1

3 ∗ E2 ∗ h2
3

E1

3

 , [мм].                                (1.49) 

Нормальное растягивающее напряжение при изгибе в слоях 1 и 2 находится 

по формулам: 

M1 = MI ∗
E1 ∗ h1

3

E1 ∗ h1
3 ∗ E2 ∗ h2

3  , [Н ∗ мм]                           (1.50) 

M2 = MI ∗
E2 ∗ h2

3

E1 ∗ h1
3 ∗ E2 ∗ h2

3  , [Н ∗ мм]                           (1.51) 
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σr1 =  6 ∗
M1

h1
2 ;  σr2 =  6 ∗

M2

h2
2 , [Н ∗ мм].                          (1.52) 

Упругая длина рассчитывается по формуле: 

II = √
E1 ∗ h1

3

12 ∗ (1 − μ2) ∗ k

4

 , [мм]                                  (1.53) 

где μ – коэффициент поперечного расширения; 

Для бетона коэффициент μ принимается равным 0,15, для асфальта – 

μ = 0,50. 

Нормальные растягивающие напряжения при изгибе на нижней стороне 

несущей плиты находятся по формулам: 

σ1 = 
6 ∗ 𝛽1 ∗ M1

B1 ∗ h1
2 , [

Н

мм2
]                                    (1.54) 

σ2 = 
6 ∗ 𝛽2 ∗ M1

B1 ∗ h2
2 , [

Н

мм
].                                     (1.55) 

Нормальные растягивающие напряжения на нижней стороне несущего слоя 

рассчитываются по формулам: 

𝛽1 = 
E ∗ h1

3

E1 ∗ h1
3 + E2 ∗ h2

3 ;                                       (1.56) 

𝛽2 = (1 − 𝛽1).                                               (1.57) 

1.3.2. Метод расчета изгибающей нагрузки для трехслойной системы, 

состоящей из несущей плиты и связанного несущего слоя со связкой на 

упругой опоре 

«На рисунке 1.2 показана система, которая состоит из несущей плиты и 

связанного несущего слоя со связкой на упругой опоре» [73]. 
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Рисунок 1.2 – Система II «со связкой» 

Нахождение упругой длины замененной балки 𝐿𝐸, момента инерции 𝐼𝐸 , 

момента изгиба 𝑀𝐼𝐼 на замененной балке, фиктивного модуля балластной постели 

основания – аналогично расчетам для системы I. 

Для нахождения толщины заменяющей системы с равной жесткостью 

используется формула: 

hII = h1 + 0,9 ∗ h2 ∗ √
E2
E1

3

 , [мм].                              (1.58) 

Для нахождения нормального растягивающего напряжения при изгибе в 

первом и втором слоях для одной балки плиты с равной жесткостью 

используются формулы: 

χ =
E2
E1
; E = E1,                                             (1.59) 

I =∑(𝐼𝑖 + 𝐹𝑖 ∗ 𝑥𝑆
2) ;  𝑒0 =

∑𝐹𝑖 ∗ 𝑥𝑖
∑𝐹𝑖

,                            (1.60) 

где I − момент инерции балки плиты, мм4; 

e0 =
h

2
∗

E2 ∗ h2
E1 ∗ h1 + E2 ∗ h2

+
h1
2
, [мм]                            (1.61) 

eu = h − e0, [мм]                                                  (1.62) 

σr1,0 =
MII

I
∗ eO;  σr1,u =

MII

I
∗ (h1 − eO), [

Н

мм2
]                 (1.63) 

σr2,0 =  χ ∗
MII

I
∗ (h1 − eO),                                    (1.64) 
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σr2,u =  χ ∗
MII

I
∗ eU, [

Н

мм2
].                                     (1.65) 

Упругая длина находится по формуле: 

III = √
E1 ∗ hII

3

12 ∗ (I − μ2) ∗ k

4

 , [мм].                                   (1.66) 

Нормальные растягивающие напряжения при изгибе на нижней стороне 

несущей плиты находятся по формулам: 

σ1 = 
MII ∗ (h1 − eo)

B1 ∗ I
, [

Н

мм2
].                                   (1.67) 

Нормальные растягивающие напряжения на нижней стороне несущего слоя 

рассчитываются по формулам: 

σ2 = 
E2 ∗ MII ∗ eu
E1 ∗ B2 ∗ I

, [
Н

мм2
].                                   (1.68) 

Таким образом, применение модели, предложенной проф. Айзенманом и 

Лейкауфом дает возможность получить оценки прогибов и напряжений, 

возникающих в бетонной плите безбалластной конструкции пути, однако ее 

применение не позволяет учесть динамику совместных колебаний пути и 

подвижного состава, стохастический характер их взаимодействия. 

1.4. Модель колебаний пути, как многослойной балки, лежащей на упругом 

основании Винклера, или основании, имеющем свойства основания 

Винклера 

«Модель колебаний пути, как трехслойной балки, лежащей на 

модифицированном основании Винклера была предложена» [34, 36]  

А.Я. Коганом. Позднее, данная модель была использована А. В. Савиным для 

безбалластных конструкций пути [42,73]. 

«Основным фактором стабильности безбалластного пути является 

стабильность его основания в существенно большей степени, чем для 



32 
 

 

 

традиционного пути на балласте, так как устранение проблемы с подрельсовым 

основанием крайне трудоемко» [99]. «В связи с этим крайне необходимо иметь 

представление о параметрах не только верхнего, но и нижних слоев 

безбалластного пути. Исследования на Экспериментальном кольце, проведенные 

в 2010–2014 г. показали, что основной причиной, приводящей к неисправности 

БКП, является разрушение несущей бетонной плиты, возникающее из-за 

образования пустот на стыке второго и третьего слоев конструкции» [73, 99, 124]. 

«Это происходит по причине периодического образования зазора между несущей 

бетонной плитой и тощим бетоном, связанное с разницей в величинах прогибов 

слоев при проходе поезда, куда попадает вода в периоды дождей или таяния 

снега» [42]. «Испытания различных типов безбалластных конструкций, которые 

были проведены на Экспериментальном кольце в 2014–2016 гг., подтверждают, 

что основной причиной выхода из строя безбалластного пути является 

повреждаемость несущего бетонного слоя ввиду образования под ним пустот. 

Данный факт также нашел подтверждение в зарубежных исследованиях» [99, 100, 

125, 126]. «В связи с этим, для оценки прогибов и напряжений в слоях 

безбалластных конструкций пути при различных условиях эксплуатации, 

авторами была использована модель колебаний пути как трехслойной балки, 

лежащей на модифицированном основании Винклера» [34, 36].  

«Формально модель Винклера является недостаточно строгой» [127–130]. 

Проведенные экспериментальные исследования работы фундаментов и 

оснований, а также наблюдения за сооружениями демонстрируют зависимость 

осадок основания от нагрузки как в данной точке, так и в соседних; «осадка 

грунта происходит не только под фундаментом, но также и по соседству; 

значение коэффициента постели зависит от формы и величины загруженной 

площади, а не только от типа грунта» [73], а также тот факт, что грунт не работает 

на растяжение. Данные формальные недостатки привели к ряду предложений об 

использовании вместо нее модели упругого полупространства в практических 

расчетах, а также к возникновению новых, отличных от Винклеровской, моделей 

грунтового основания, устраняющих в большей или меньшей степени присущие 
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ей недостатки. Однако степень погрешности, возникающая при расчетах 

конструкций на грунтовом основании по причине использования гипотезы 

коэффициента постели, достаточно мала. Таким образом: 

1) Испытания показали, что «грунты обладают довольно малой 

распределительной способностью, что связано с быстрым затуханием 

деформаций поверхности грунта за пределами загруженной части» [127]. Модель 

упругого полупространства существенно преувеличивает распределительную 

способность грунта,  что не подтверждается проведенными экспериментами.  

2) Проведенные сравнительные расчеты [127] демонстрируют практически 

полное совпадение результатов, полученных при расчете усилий и прогибов в 

плитах при помощи модели П. Л. Пастернака и модели Винклера, несмотря на то, 

что последняя полностью пренебрегает осадками вне грузовой площади. Таким 

образом, модель Винклера может быть использована при проведении 

практических расчетов для конструкций на грунтовом основании.  

3) «Вывод о допустимости использования модели Винклера в практических 

расчетах также подтверждается исследованиями действительной работы балок, 

лежащих на разных грунтовых основаниях (уплотненный илистый грунт, 

насыпной песок)» [127]. Полученные на основе теоретических и опытных данных 

эпюры изгибающих моментов и осадок продемонстрировали, «что 

действительные условия работы системы «балка–основание» лучше всего 

отражает модель Винклера» [73].  

4) «Результаты проведенных опытов свидетельствуют о зависимости 

значения коэффициента жесткости основания, как от вида грунта, так и от формы 

и размеров подошвы фундамента. Однако, этот факт не является поводом для 

критики данной модели в целом» [127], поскольку размеры и форма плиты могут 

быть учтены при определении коэффициента жесткости [127].  

Помимо этого, следует отметить, что при проведении инженерно-

геологических изысканий могут возникнуть неточности при нахождении 

характеристик основания, что, в свою очередь, не даёт возможности проведения 
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точных нелинейных расчетов [127]. В ходе строительства и последующей за ним 

эксплуатации здания могут изменяться свойства грунтов основания. 

Э. Р. Терегулова [128] в своей работе указывает, что «экспериментальные 

исследования, посвященные определению осадок в окрестности грузового штампа 

и охватившие более двухсот испытаний грунтов в естественном залегании 

показали, что модель упругого полупространства значительно преувеличивает 

распределительную способность грунта по экспериментальным данным объем 

осадочной лунки вне грузового штампа составляет не менее 10% от того же 

объема теоретической осадочной лунки упругого полупространства, если даже 

пренебречь той частью теоретической осадочной лунки, где осадки составляют 

менее 5% от осадки под штампом» [128]. 

«Е. А. Палатников [131] непосредственным сравнением показал, что 

гипотеза Винклера, полностью пренебрегающая осадками вне грузовой 

площадки, приводит к совпадающим результатам по схеме упругого слоя в весьма 

широких пределах, то есть наличие достаточно быстро затухающих осадок вне 

грузовой площадки не вносит заметных возмущений в работу плиты, 

определенную без учета этих осадок» [131]. 

«Значения расчетных величин по гипотезе Винклера и для упругого слоя в 

ряде случаев совпадают с необходимой точностью для практических задач. Это, в 

свою очередь означает возможность проведения расчетов с применением 

гипотезы коэффициента постели даже в случае нахождения мощного слоя 

упругого тела, коим не является грунт, в основании плиты. Таким образом, 

модифицированное основание Винклера принимается в качестве расчетной 

модели; расчетная схема приведена на рисунке 1.3. Следует также отметить, что 

гипотеза Винклера в настоящее время включена в действующие нормативные 

документы» [119, 132].  
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Рисунок 1.3 – Физическая модель 

 

Система дифференциальных уравнений в частных производных, 

описывающая данную модель, выглядит следующим образом: 

{
 
 
 

 
 
 𝐸1𝐼1

𝜕4𝑧1
𝜕𝑥4

+𝑚1

𝜕2𝑧1
𝜕𝑡2

+ 𝑓1 (
𝜕𝑧1
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧2
𝜕𝑡
) + 𝑈1(𝑧1 − 𝑧2)=0;                                  

𝐸2𝐼2
𝜕4𝑧2
𝜕𝑥4

+𝑚2

𝜕2𝑧2
𝜕𝑡2

+ 𝑓1 (
𝜕𝑧2
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧1
𝜕𝑡
) + 𝑓2 (

𝜕𝑧2
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧3
𝜕𝑡
) +                    (1.69)

+𝑈1(𝑧2 − 𝑧1) + 𝑈2(𝑧2 − 𝑧3) = 0;                                                                                   

𝐸3𝐼3
𝜕4𝑧3
𝜕𝑥4

+𝑚3

𝜕2𝑧3
𝜕𝑡2

+ 𝑓2 (
𝜕𝑧3
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧2
𝜕𝑡
) + 𝑓3

𝜕𝑧3
𝜕𝑡

+ 𝑈2(𝑧3 − 𝑧2) + 𝑈3𝑧3 = 0,      

 

где 𝑧𝑖 – вертикальный прогиб i-го слоя в подрельсовом сечении; 

𝐸𝑖 – модуль упругости материала i-го слоя; 

𝐼𝑖 – момент инерции i-го слоя при его изгибе относительно поперечной 

горизонтальной оси, отнесенный к одной рельсовой нити; 

𝑚𝑖 – распределенная приведенная масса i-го слоя, отнесенная к одной 

рельсовой нити; 

𝑓𝑖 – распределенное приведенное демпфирование i-го слоя, отнесенное к 

одной рельсовой нити; 

𝑈𝑖–приведенный модуль упругости основания i-го слоя при вертикальном 

изгибе, отнесенный к одной рельсовой нити; 

𝑥 – абсцисса текущего сечения балки, отсчитываемая от некоторого 

неподвижного начала координат; 

𝑡 – время; 

𝑄(𝑡) – переменная нагрузка; 

v – скорость движения переменной нагрузки. 
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Используя систему (1.69) и задавая граничные условия, могут быть найдены 

частотные характеристики прогибов, изгибающих моментов, углов поворотов 

сечений и поперечных сил для безбалластной конструкции. Зная данные 

частотные характеристики, а также «матрицу взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил, действующих на путь SQ, могут быть найдены 

средние значения и среднеквадратические отклонения динамических процессов 

прогибов и напряжений, возникающих в слоях БКП. Для нахождения точного 

значения SQ необходимо проведение испытаний, использующих не менее 4 

тензометрических колесных пар. При этом подобные испытания требуется 

проводить при различных скоростях движения вагона, что связано со 

значительными финансовыми и временными затратами. Альтернативным 

способом является нахождение матрицы SQ при помощи программы 

«Взаимодействие экипажа и пути» (ВЭИП) [43], использованной автором для 

проведения расчетов [42, 73], однако заложенный в ней алгоритм реализован для 

модели однослойной балки, в связи с чем, полученные результаты не являются 

достаточно строгими» [133, 134]. 

Выводы к главе 1 

1) Применение классического расчета пути на прочность не позволяет 

провести расчет статистических характеристик динамических процессов, 

возникающих в слоях безбалластной конструкции, что критически важно в случае 

исследования БКП. 

2) Модель расчета на прочность безбалластного пути, предложенная проф. 

Айзенманом, проф. Лейкауфом не учитывает динамику совместных колебаний 

пути и подвижного состава, стохастических характер их взаимодействия. 

3) Совокупность данных факторов делает целесообразным применение для 

безбалластных конструкций модели колебаний пути, как трехслойной балки, 
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лежащей на модифицированном основании Винклера, позволяющей исследовать 

динамические процессы, возникающие в каждом из слоев БКП. При этом не 

ставилась задача точного нахождения матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил SQ, используемой для проведения 

расчетов, что делает полученные результаты недостаточно строгими.  

Таким образом, целью настоящего исследования является строгое 

нахождение статистических характеристик динамических процессов, 

возникающих в слоях безбалластных конструкций пути. 

Для достижения цели исследования необходимо решение следующих задач: 

1) Разработка метода расчета матрицы взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил через неровности пути в профиле в модели 

трехслойной балки, лежащей на модифицированном основании Винклера. 

2) Получение характеристик случайных процессов изменения прогибов и 

напряжений в слоях безбалластной конструкции от воздействия вертикальных 

динамических сил, вызванных неровностями пути. 

3) Определение влияния случайных процессов изменения прогибов и 

напряжений в слоях безбалластной конструкции на срок ее службы. 

4) Оценка возникающих расхождений между результатами расчетов срока 

службы безбалластного пути, полученных при помощи предлагаемого метода по 

сравнению с существующим. 
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2. НАХОЖДЕНИЕ МАТРИЦЫ ВЗАИМНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ 

ПЛОТНОСТЕЙ ВЕРТИКАЛЬНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИЛ В 

БЕЗБАЛЛАСТНОЙ КОНСТРУКЦИИ ПУТИ 

2.1. Алгоритм нахождения матрицы взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил в модели колебаний пути, как трехслойной 

балки 

В настоящей главе приводится метод нахождения матрицы взаимных 

спектральных плотностей вертикальных динамических сил 𝑆𝑄 для модели 

колебаний пути как трехслойной балки, лежащей на упругом основании 

Винклера. Структура алгоритма данного метода представлена на рисунке 2.1. 

 
Рисунок 2.1 – Алгоритм нахождения матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил, действующих на путь 

 

На первом этапе находятся спектральные плотности неровностей пути. Они 

могут быть получены по результатам обработки данных, полученных вагоном-
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путеизмерителем, аппроксимированы аналитической функцией в зависимости от 

класса пути [135], либо, в качестве приблизительной оценки могут быть 

использованы спектральные плотности типовых неровностей пути, характерных 

для сети российских железных дорог [43]. Используя эти данные, может быть 

найдена матрица спектральных плотностей неровностей пути 𝑆𝛯 по формулам, 

приведенным в разделе 2.2. 

Для нахождения частотной матрицы прогибов рельса 𝑊𝑧1 используется 

модель колебаний пути, как трехслойной балки. Предварительно, для проведения 

расчетов, определяются параметры слоев конструкции пути, такие как модуль 

упругости материала, момент инерции, распределенная приведенная масса слоев, 

приведенный модуль упругости при изгибе относительно поперечной оси, 

распределенное приведенное демпфирование. Способ их нахождения представлен 

в разделе 2.4, а также описан в [100]. 

Частотная матрица 𝑊0 зависимости перемещений масс от вертикальных 

динамических сил, действующих на путь, находится по формулам, приведенным в 

разделе 2.5. Для ее нахождения требуются данные об экипажах, обращающихся 

на исследуемом участке, а также скоростях движения. В работе рассматривается 

случай четырехосного грузового вагона.  

На последнем этапе, для нахождения «матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил, действующих на путь 𝑆𝑄 

используется модель для нахождения частотной характеристики, определяющей 

динамическую систему с входом по неровности пути и выходом по динамической 

силе в контакте колеса и рельса» [34, 36], а также найденные матрицы 𝑆𝛯 ,𝑊𝑧1 ,𝑊
0. 

Соответствующие формулы приводятся в разделе 2.6. 

Предложенный метод позволяет провести расчет матрицы 𝑆𝑄 при движении 

различных типов экипажей по пути с неровностями, используя данные, 

полученные при помощи вагона-путеизмерителя, и не прибегая к проведению 

иных натурных испытаний. 



40 
 

 

 

При помощи матрицы 𝑆𝑄 с использованием модели колебаний пути, как 

трехслойной балки, могут быть рассчитаны средние значения и 

среднеквадратические отклонения случайных процессов изменения прогибов и 

изгибающих моментов в слоях конструкции пути. С их помощью могут быть 

рассчитаны вероятностные характеристики возникающих в конструкции 

напряжений, которые, в свою очередь, используются при оценке срока службы 

пути [42, 73]. 

2.2. Нахождение матрицы спектральных плотностей неровностей пути 

«Матрица спектральных плотностей неровности пути 𝑆𝛯(ω) может быть 

приближенно найдена в следующем виде» [36]: 

𝑆𝛯(ω) =  𝑆𝜉(𝜔) ∙ 𝑅 =
1

𝑣
𝑆𝜉(𝛺) ∙ 𝑅,                                    (2.1) 

𝛺 =
𝜔

𝑣
,                                                                      (2.2) 

где 𝑆𝜉(𝛺) − спектральная плотность неровности как функции протяженности 

пути. 

Осциляционная матрица 𝑅 имеет вид:  

R =

(

 
 

1 𝑒𝑖𝛺(𝑎2−𝑎1)

𝑒𝑖𝛺(𝑎1−𝑎2) 1
𝑒𝑖𝛺(𝑎3−𝑎1) … 𝑒𝑖𝛺(𝑎𝑛−𝑎1)

𝑒𝑖𝛺(𝑎3−𝑎2) … 𝑒𝑖𝛺(𝑎𝑛−𝑎2)

𝑒𝑖𝛺(𝑎1−𝑎3) 𝑒𝑖𝛺(𝑎2−𝑎3)

… …
𝑒𝑖𝛺(𝑎1−𝑎𝑛) 𝑒𝑖𝛺(𝑎2−𝑎𝑛)

1 … 𝑒𝑖𝛺(𝑎𝑛−𝑎3)

… … …
𝑒𝑖𝛺(𝑎3−𝑎𝑛) … 1 )

 
 
 ,               (2.3) 

где 𝑎𝑖 − расстояние между i-м колесом и началом подвижной системы 

координат, движущейся вместе с экипажем с постоянной скоростью 𝑣. 

В частном случае, для четырехосного грузового вагона имеем: 

R= (

1
𝑒𝑖𝛺𝑑

𝑒𝑖𝛺𝑙

𝑒𝑖𝛺(𝑙+𝑑)

𝑒−𝑖𝛺𝑑

1   
𝑒𝑖𝛺(𝑙−𝑑)

𝑒𝑖𝛺𝑙

𝑒−𝑖𝛺𝑙

𝑒𝑖𝛺(𝑑−𝑙)

1
𝑒𝑖𝛺𝑑

𝑒−𝑖𝛺(𝑙+𝑑)

𝑒−𝑖𝛺𝑙

𝑒−𝑖𝛺𝑑

1

) ,                         (2.4) 
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где 𝑑 − расстояние между колесными парами; 

𝑙 − расстояние между центрами тележек. 

Значения функции 𝑆𝜉(𝛺) могут быть найдены в результате обработки 

данных, полученных при помощи вагона-путеизмерителя для конкретного 

участка. Альтернативным способом является аппроксимация спектральной 

плотности неровностей пути 𝑆𝜉(𝛺) для типового пути по формуле [135]: 

𝑆𝜉(𝛺) =
𝐴𝛺2

2(𝛺2 + 𝛺1
2)

𝛺4(𝛺2 + 𝛺2
2)
.                                         (2.5) 

Значения параметров 𝐴, 𝛺1, 𝛺2 в зависимости от класса пути 

представлены в таблице 2.1. 

Таблица 2.1 – Значения параметров для типового пути 

Параметр 
Класс пути 

5 4 3 2 1 

А ∙ 106 мм2/цикл/м 1,6 2,8 4,9 8,9 15,6 

𝛺1 ∙ 10
4 цикл/м 2,3 2,3 2,3 2,3 2,3 

𝛺2 ∙ 10
3 цикл/м 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3 

 

Так, строящуюся линию безбалластного пути можно принять за путь 

первого класса и провести расчеты, исходя из соответствующих этому типу 

значений констант. 

2.3. Нахождение частотных матриц зависимости прогибов и изгибающих 

моментов слоев конструкции от вертикальных динамических сил, 

действующих на путь 

«Для нахождения частотных матриц зависимости прогибов слоев 

конструкции от вертикальных динамических сил, действующих на путь 𝑊𝑧1
𝑄

 

воспользуемся моделью колебаний пути, как трехслойной балки, лежащей на 

многослойном модифицированном» [73] (имеющем присоединенные к балке 



42 
 

 

 

массу и демпфирование) основании с входом по переменной динамической 

нагрузке 𝑄(𝑡) и выходом по прогибам слоев конструкции 𝑧𝑖 (рисунок 2.2). 

 

 

Рисунок 2.2 – Модель колебаний пути, как трехслойной балки, лежащей на 

многослойном модифицированном основании с входом по переменной 

динамической нагрузке 𝑄(𝑡) и выходом по прогибам слоев конструкции 𝑧𝑖 
 

«Для данной модели справедлива следующая система дифференциальных 

уравнений в частных производных» [34]:  

{
 
 
 

 
 
 𝐸1𝐼1

𝜕4𝑧1
𝜕𝑥4

+𝑚1

𝜕2𝑧1
𝜕𝑡2

+ 𝑓1 (
𝜕𝑧1
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧2
𝜕𝑡
) + 𝑈1(𝑧1 − 𝑧2)=0;                                                               

𝐸2𝐼2
𝜕4𝑧2
𝜕𝑥4

+𝑚2

𝜕2𝑧2
𝜕𝑡2

+ 𝑓1 (
𝜕𝑧2
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧1
𝜕𝑡
) + 𝑓2 (

𝜕𝑧2
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧3
𝜕𝑡
) +                                             (2.6) 

+𝑈1(𝑧2 − 𝑧1) + 𝑈2(𝑧2 − 𝑧3) = 0;                                                                                                          

𝐸3𝐼3
𝜕4𝑧3
𝜕𝑥4

+𝑚3

𝜕2𝑧3
𝜕𝑡2

+ 𝑓2 (
𝜕𝑧3
𝜕𝑡

−
𝜕𝑧2
𝜕𝑡
) + 𝑓3

𝜕𝑧3
𝜕𝑡

+ 𝑈2(𝑧3 − 𝑧2) + 𝑈3𝑧3 = 0,                             

 

где 𝑧𝑖 – вертикальный прогиб i-го слоя в подрельсовом сечении; 

𝐸𝑖 – модуль упругости материала i-го слоя; 

𝐼𝑖 – момент инерции i-го слоя при его изгибе относительно поперечной 

горизонтальной оси, отнесенный к одной рельсовой нити; 

𝑚𝑖 – распределенная приведенная масса i-го слоя, отнесенная к одной 

рельсовой нити; 

𝑓𝑖 – распределенное приведенное демпфирование i-го слоя, отнесенное к 

одной рельсовой нити; 

𝑈𝑖–приведенный модуль упругости основания i-го слоя при вертикальном 

изгибе, отнесенный к одной рельсовой нити; 

𝑥 – абсцисса текущего сечения балки, отсчитываемая от некоторого 

неподвижного начала координат; 
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𝑡 – время; 

𝑄(𝑡) – переменная нагрузка; 

v – скорость движения переменной нагрузки. 

Переходя к подвижной системе координат, делаем замену 𝑢 = 𝑥 − 𝑣𝑡, где 

𝑢 − расстояние от силы до рассматриваемого сечения пути.  

Считая функции 𝑧𝑖(𝑢, 𝑡) реакциями динамической системы, на вход которой 

подается периодическое воздействие 𝑄(𝑡) вида 𝑄(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑡, ввиду линейности 

оператора, функции 𝑧𝑖(𝑢, 𝑡) будем искать в виде: 

𝑧𝑖(𝑢, 𝑡) = 𝑒
𝑖𝜔𝑡 ∙ 𝑊𝑧𝑖

𝑄(𝑢, 𝑡),                                              (2.7) 

𝜕4𝑧𝑗
𝜕𝑥4

= 𝑊𝑧𝑗
𝐼𝑉𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                                                         (2.8) 

𝜕2𝑧𝑗
𝜕𝑡2

= 𝑊𝑧𝑗
𝐼𝐼 ∙ (−𝑣)2𝑒𝑖𝜔𝑡 − 2𝑖𝜔𝑣𝑊𝑧𝑗

𝐼 𝑒𝑖𝜔𝑡 −𝜔2𝑒𝑖𝜔𝑡𝑊𝑧𝑗 ,                       (2.9) 

𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑡

= −𝑣𝑊𝑧𝑗
𝐼 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔𝑊𝑧𝑗 ∙ 𝑒

𝑖𝜔𝑡 .                                    (2.10) 

Подставляя (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) в уравнения системы (2.6) имеем: 

𝐸1𝐼1𝑊𝑧1
𝐼𝑉𝑒𝑖𝜔𝑡 +𝑚1𝑒

𝑖𝜔𝑡(𝑣2𝑊𝑧1
𝐼𝐼 − 2𝑖𝜔𝑣𝑊𝑧1

𝐼 −𝜔2𝑊𝑧1) + 𝑓1𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧1

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧1) −

−𝑓1𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧2

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧2) + 𝑈1𝑒
𝑖𝜔𝑡(𝑊𝑧1 −𝑊𝑧2)=0, 

𝐸2𝐼2𝑊𝑧2
𝐼𝑉𝑒𝑖𝜔𝑡 +𝑚2𝑒

𝑖𝜔𝑡(𝑣2𝑊𝑧2
𝐼𝐼 − 2𝑖𝜔𝑣𝑊𝑧2

𝐼 −𝜔2𝑊𝑧2) − 𝑓1𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧1

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧1) +

+𝑓1𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧2

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧2) + 𝑓2𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧2

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧2) − 𝑓2𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧3

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧3) +

+𝑈1𝑒
𝑖𝜔𝑡(𝑊𝑧2 −𝑊𝑧1)+𝑈2𝑒

𝑖𝜔𝑡(𝑊𝑧2 −𝑊𝑧3)=0, 

𝐸3𝐼3𝑊𝑧3
𝐼𝑉𝑒𝑖𝜔𝑡 +𝑚3𝑒

𝑖𝜔𝑡(𝑣2𝑊𝑧3
𝐼𝐼 − 2𝑖𝜔𝑣𝑊𝑧3

𝐼 −𝜔2𝑊𝑧3) + 𝑓2𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧3

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧3) −

−𝑓2𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧2

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧2) + 𝑓3𝑒
𝑖𝜔𝑡(−𝑣𝑊𝑧3

𝐼 + 𝑖𝜔𝑊𝑧3) + 𝑈2𝑒
𝑖𝜔𝑡(𝑊𝑧3 −𝑊𝑧2) +

+𝑈3𝑒
𝑖𝜔𝑡𝑊𝑧3=0. 

С учетом этого, можно записать: 

𝐸1𝐼1𝑊𝑧1
𝐼𝑉 +𝑚1𝑣

2𝑊𝑧1
𝐼𝐼 +𝑊𝑧1

𝐼 (−2𝑖𝜔𝑣𝑚1 − 𝑓1) + 𝑓1𝑣𝑊𝑧2
𝐼 +𝑊𝑧1(𝑈1 −𝑚1𝜔

2 +

+𝑓1𝜔𝑖)+ 𝑊𝑧2(−𝑈1 − 𝑓1𝜔𝑖)=0, 
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𝐸2𝐼2𝑊𝑧2
𝐼𝑉 +𝑚1𝑣

2𝑊𝑧2
𝐼𝐼 +𝑊𝑧2

𝐼 (−2𝑖𝜔𝑣𝑚1 − 𝑣𝑓1 − 𝑣𝑓2) + 𝑓1𝑣𝑊𝑧1
𝐼 + 𝑓2𝑣𝑊𝑧3

𝐼 +

+𝑊𝑧2(𝑈1 + 𝑈2 −𝑚2𝜔
2 + 𝑖𝜔𝑓1 + 𝑖𝜔𝑓2) +𝑊𝑧1(−𝑈1 − 𝑖𝜔𝑓1) + 𝑊𝑧3(−𝑈2 −

−𝑖𝜔𝑓2) = 0, 

𝐸3𝐼3𝑊𝑧3
𝐼𝑉 +𝑚3𝑣

2𝑊𝑧3
𝐼𝐼 +𝑊𝑧3

𝐼 (−2𝑖𝜔𝑣𝑚1 − 𝑣𝑓1 − 𝑣𝑓2) + 𝑓2𝑣𝑊𝑧2
𝐼 +𝑊𝑧3(𝑈2 + 𝑈3 −

−𝑚3𝜔
2 ++𝑖𝜔𝑓2 + 𝑖𝜔𝑓3)+ 𝑊𝑧2(−𝑈2 − 𝑖𝜔𝑓2)=0. 

Таким образом, начальная система преобразуется к виду: 

{

𝑊𝑧1
𝐼𝑉 + 𝑎1𝑊𝑧1

𝐼𝐼 + 𝑎2𝑊𝑧1
𝐼 + 𝑎3𝑊𝑧1 + 𝑏1𝑊𝑧2

𝐼 + 𝑏2𝑊𝑧2 = 0,                                 

𝑊𝑧2
𝐼𝑉 + 𝑏3𝑊𝑧2

𝐼𝐼 + 𝑏4𝑊𝑧2
𝐼 + 𝑏5𝑊𝑧2 + 𝑎4𝑊𝑧1

𝐼 + 𝑎5𝑊𝑧1 + 𝑐1𝑊𝑧3
𝐼 + 𝑐2𝑊𝑧3 = 0,

𝑊𝑧3
𝐼𝑉 + 𝑐3𝑊𝑧3

𝐼𝐼 + 𝑐4𝑊𝑧3
𝐼 + 𝑐5𝑊𝑧3 + 𝑏6𝑊𝑧2

𝐼 + 𝑏7𝑊𝑧2 = 0.                                   

  (2.11) 

𝑎1 =
𝑚1𝑣

2

𝐸1𝐼1
 ;   𝑎2 = −

𝑣(𝑓1 + 2𝑚1𝜔𝑖)

𝐸1𝐼1
 ;  𝑎3 =

𝑈1 −𝑚1𝜔
2 + 𝑓1𝜔𝑖

𝐸1𝐼1
 ; 

𝑎4 =
𝑓1𝑣

𝐸2𝐼2
 ;   𝑎5 = −

𝑈1 + 𝑓1𝜔𝑖

𝐸2𝐼2
 ;  𝑏1 =

𝑓1𝑣

𝐸1𝐼1
 ;  𝑏2 = −

𝑈1 + 𝑓1𝜔𝑖

𝐸1𝐼1
 ;  𝑏3 = 

𝑚1𝑣
2

𝐸2𝐼2
 ; 

𝑏4 = −
𝑣(𝑓1 + 𝑓2 + 2𝑚2𝜔𝑖)

𝐸2𝐼2
 ;  𝑏5 =

𝑈1 + 𝑈2 −𝑚2𝜔
2 +𝜔(𝑓1 + 𝑓2)𝑖

𝐸2𝐼2
 ;  𝑏6  =

𝑓2𝑣

𝐸3𝐼3
 ; 

𝑏7 = −
𝑈2 + 𝑓2𝜔𝑖

𝐸3𝐼3
 ;  𝑐1 =

𝑓2𝑣

𝐸2𝐼2
 ;  𝑐2 = −

𝑈2 + 𝑓2𝜔𝑖

𝐸2𝐼2
 ;   𝑐3 = 

𝑚3𝑣
2

𝐸3𝐼3
 ; 

𝑐4 = −
𝑣(𝑓2 + 𝑓3 + 2𝑚3𝜔𝑖)

𝐸3𝐼3
 ;  𝑐5 =

𝑈2 + 𝑈3 −𝑚3𝜔
2 +𝜔(𝑓2 + 𝑓3)𝑖

𝐸3𝐼3
 . 

Для построения частотных характеристик с входом по силе в контакте 

колеса и рельса и выходами по прогибам слоев и напряжениями в них 

принимаются нулевые начальные условия (t=0).  

Колебания пути рассматриваются в подвижной системе координат, 

движущейся вместе с силой zi = zi(u, t), где u – расстояние от силы до 

рассматриваемого сечения пути; t − время. При u → ±∞ zi принимается равными 

нулю: zi(−∞, t) = zi(∞, t) = 0. 

Решение системы представляется в виде: 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑊𝑧1

𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐷𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑢

12

𝑖=1

,

𝑊𝑧2
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐸𝑖𝑒

𝜆𝑖𝑢

12

𝑖=1

,

𝑊𝑧3
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐹𝑖𝑒

𝜆𝑖𝑢

12

𝑖=1

,

                                             (2.12) 

здесь величины 𝜆𝑖 – корни характеристического уравнения системы (2.11) – 

определяются из уравнения ∆= 0, где:  

∆= |

𝜆4 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 𝑏1𝜆 + 𝑏2 0

𝑎4𝜆 + 𝑎5 𝜆4 + 𝑏3𝜆
2 + 𝑏4𝜆 + 𝑏5 𝑐1𝜆 + 𝑐2

0 𝑏6𝜆 + 𝑏7 𝜆4 + 𝑐3𝜆
2 + 𝑐4𝜆 + 𝑐5

|  (2.13) 

Пользуясь группой граничных условий на бесконечности и представив 

функцию 𝑊𝑧𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) в виде: 

𝑊𝑧𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) = {

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔)   при    u≥0;

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔)   при    u≤0.

                              (2.14) 

Получаем: 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑊𝑧1+

𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐴(2𝑖−1)𝑒
𝜆(2𝑖−1)𝑢

6

𝑖=1

   при    u≥0;                          

𝑊𝑧1−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐴2𝑖𝑒

𝜆2𝑖𝑢

6

𝑖=1

               при    u≤0;                          

𝑊𝑧2+
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐵(2𝑖−1)𝑒

𝜆(2𝑖−1)𝑢

6

𝑖=1

   при    u≥0;                         

𝑊𝑧2−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐵2𝑖𝑒

𝜆2𝑖𝑢

6

𝑖=1

                при    u≤0;                        

𝑊𝑧3+
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐶(2𝑖−1)𝑒

𝜆(2𝑖−1)𝑢

6

𝑖=1

   при    u≥0;                        

𝑊𝑧3−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =∑𝐶2𝑖𝑒

𝜆2𝑖𝑢

6

𝑖=1

                при    u≤0,                        

(2.15) 

причем 𝜆𝑖 «рассортированы таким образом, что 𝑅𝑒𝜆(2𝑖−1) ≥ 0, 𝑅𝑒𝜆2𝑖 ≤ 0. 
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Четные индексы при u ≥ 0 и нечетные при u ≤ 0 «выброшены», поскольку в 

противном случае краевые условия на бесконечности не были бы выполнены. 

Таким образом, система трех дифференциальных уравнений 4-го порядка 

сводится к трем независимым уравнениям 12-го порядка с взаимосвязанными 

граничными условиями. Для каждого из данных уравнений необходимо 12 

граничных условий.  

1) Граничные условия для функции и ее производных до 3-го порядка в 

точке приложения силы получаем из условий равенства прогибов, углов поворота 

сечения и изгибающих моментов в слоях конструкции, а также поперечных сил во 

втором и третьем слоях справа и слева от точки приложения силы. Поперечная 

сила в рельсе имеет разрыв в точке приложения силы, равный 
1

E1I1
 .  

𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧1−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝛼𝑗 ,                      (2.16) 

𝑊𝑧2+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧2−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝛽𝑗 ,                      (2.17) 

𝑊𝑧3+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧3−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝛾𝑗 ,                      (2.18) 

где 𝑗 = 0,3̅̅ ̅̅  обозначает j-ю производную. 

Таким образом,  

𝛼1 = 𝛼2 = 0, 

𝛼3 =
1

𝐸1𝐼1
, 

𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽3 = 0, 

𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾3 = 0. 

2) Оставшиеся 24 граничных условия для производных с 4-й по 11-ю 

получаются из системы (2.11) путем дифференцирования ее уравнений и 

подстановки граничных условий группы 1). 

Имеем: 

𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧1−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝛼𝑗 , 𝑗 = 4,11̅̅ ̅̅ ̅̅ ,                 (2.19) 

𝑊𝑧2+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧2−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝛽𝑗 , 𝑗 = 4,11̅̅ ̅̅ ̅̅ ,                 (2.20) 

𝑊𝑧3+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧3−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝛾𝑗 , 𝑗 = 4,11̅̅ ̅̅ ̅̅ .                 (2.21) 
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Найдем значения 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 , 𝛾𝑗: 

𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧1−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = 𝑎1𝑊𝑧1−
𝑄(𝑗−2)

|𝑢=0 + 𝑎2𝑊𝑧1−
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0 +

+𝑎3𝑊𝑧1−
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0 + 𝑏1𝑊𝑧2−
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0 + 𝑏2𝑊𝑧2−
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0 − (𝑎1𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗−2)

|𝑢=0 +

+𝑎2𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0 + 𝑎3𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0 + 𝑏1𝑊𝑧2+
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0 + 𝑏2𝑊𝑧2+
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0), 

𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 −𝑊𝑧1−

𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔)|𝑢=0 = −𝑎1 (𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗−2)

|𝑢=0 −

𝑊𝑧1−
𝑄(𝑗−2)

|𝑢=0)−𝑎2 (𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0 −𝑊𝑧1−
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0)−𝑎3 (𝑊𝑧1+
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0 −

𝑊𝑧1−
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0) − 𝑏1 (𝑊𝑧2+
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0 −𝑊𝑧2−
𝑄(𝑗−3)

|𝑢=0) − 𝑏1 (𝑊𝑧2+
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0 −

𝑊𝑧2−
𝑄(𝑗−4)

|𝑢=0). 

Отсюда 𝛼0 = 0, 𝛽0 = 0, 𝛾0 = 0, 

𝛼𝑗 = −(𝑎1𝛼𝑗−2 + 𝑎2𝛼𝑗−3+𝑎3𝛼𝑗−4 + 𝑏1𝛽𝑗−3 + 𝑏2𝛽𝑗−4).         (2.22) 

Аналогично получим: 

𝛽𝑗 = −(𝑏3𝛽𝑗−2 + 𝑏4𝛽𝑗−3+𝑏5𝛽𝑗−4 + 𝑎4𝛼𝑗−3 + 𝑎5𝛼𝑗−4 + 𝑐1𝛾𝑗−3 + 𝑐2𝛾𝑗−4),     (2.23) 

𝛾𝑗 = −(𝑐3𝛾𝑗−2 + 𝑐4𝛾𝑗−3+𝑐5𝛾𝑗−4 + 𝑏6𝛽𝑗−3 + 𝑏7𝛽𝑗−4).                      (2.24) 

Таким образом, воспользовавшись формулами (2.22), (2.23), (2.24), 

получаем: 

𝛼4 = 0; 𝛽4 = 0; 𝛾4 = 0; 𝛼5 = −𝑎1𝛼3 = −
𝑎1

𝐸1𝐼1
;  𝛽5 = 0; 𝛾5 = 0; 

𝛼6 = −𝑎2𝛼3 = −
𝑎2

𝐸1𝐼1
; 𝛽6 = −𝑎4𝛼3 = −

𝑎4

𝐸1𝐼1
;  𝛾6 = 0; 

𝛼7 = −𝑎1𝛼5 − 𝑎3𝛼3 =
𝑎1
2−𝑎3

𝐸1𝐼1
; 𝛽7 = −𝑎5𝛼3 = −

𝑎5

𝐸1𝐼1
;  𝛾7 = 0; 

𝛼8 = −𝑎1𝛼6 − 𝑎2𝛼5 =
2𝑎1𝑎2

𝐸1𝐼1
;  

𝛽8 = −𝑏3𝛽6 − 𝑎4𝛼5 =
𝑎4𝑏3+𝑎1𝑎4

𝐸1𝐼1
=

𝑎4(𝑏3+𝑎1)

𝐸1𝐼1
; 𝛾8 = 0; 

𝛼9 = −𝑎1𝛼7 − 𝑎2𝛼6−𝑎3𝛼5 − 𝑏1𝛽6 =
𝑎3−𝑎1

2+𝑎2
2+𝑎1𝑎3+𝑎4𝑏1

𝐸1𝐼1
; 

𝛽9 = −𝑏3𝛽7 − 𝑏4𝛽6 − 𝑎4𝛼6 − 𝑎5𝛼5 =
𝑎5𝑏3+𝑎4𝑏4+𝑎2𝑎4+𝑎1𝑎5

𝐸1𝐼1
; 

𝛾9 = −𝑏6𝛽6 =
𝑎4𝑏6

𝐸1𝐼1
; 
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𝛼10 = −𝑎1𝛼8 − 𝑎2𝛼7−𝑎3𝛼6 − 𝑏1𝛽7 − 𝑏2𝛽6 =
2𝑎2𝑎3−2𝑎1𝑎2−𝑎2𝑎1

2+𝑎5𝑏1+𝑎4𝑏2

𝐸1𝐼1
; 

𝛽10 = −𝑏3𝛽8 − 𝑏4𝛽7−𝑏5𝛽6 − 𝑎4𝛼7 − 𝑎5𝛼6 =  

=
−𝑏3𝑎4(𝑏3+𝑎1)+𝑎5𝑏4+𝑎4𝑏5+𝑎3𝑎4−𝑎4𝑎1

2+𝑎2𝑎5

𝐸1𝐼1
; 

𝛾10 = −𝑏6𝛽7 − 𝑏7𝛽6 =
𝑎5𝑏6+𝑎4𝑏7

𝐸1𝐼1
; 

𝛼11 = −𝑎1𝛼9 − 𝑎2𝛼8−𝑎3𝛼7 − 𝑏1𝛽8 − 𝑏2𝛽7 =  

=
𝑎1(−𝑎3+𝑎1

2−𝑎2
2−𝑎1𝑎3−𝑎4𝑏1)−2𝑎1𝑎2

2−𝑎3𝑎1
2+𝑎3

2−𝑏1𝑎4(𝑏3+𝑎1)+𝑎5𝑏2

𝐸1𝐼1
; 

𝛽11 = −𝑏3𝛽9 − 𝑏4𝛽8−𝑏5𝛽7 − 𝑎4𝛼8 − 𝑎5𝛼7 =  

=
𝑎5(𝑎3−𝑎1

2)−𝑏3(𝑎5𝑏3+𝑎4𝑏4+𝑎2𝑎4+𝑎1𝑎5)−𝑎4𝑏4(𝑏3+𝑎1)+𝑎5𝑏5−2𝑎1𝑎2𝑎4

𝐸1𝐼1
; 

𝛾11 = −𝑐3𝛾9 − 𝑏6𝛽8 − 𝑏7𝛽7 =
−𝑎4𝑏6𝑐3−𝑏6(𝑎4𝑏3+𝑎1𝑎4)+𝑎5𝑏7

𝐸1𝐼1
=  

=
𝑎5𝑏7−𝑎4𝑏6(𝑎1+𝑏3+𝑐3)

𝐸1𝐼1
. 

Подставив в граничные условия члены 𝑊𝑧𝑖
𝑄(𝑗)(𝑢, 𝑖𝜔) получаем систему из 36 

линейных относительно коэффициентов 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 , 𝐶𝑖 уравнений, в матричной форме 

имеющей вид: 

𝜆Г = Ф,  

где 𝜆 − матрица 12х12, составленная из корней характеристического уравнения 

системы (2.11), 

𝜆𝑖+1,𝑗+1 = (−1)
𝑗𝜆𝑗+1
𝑖 , 𝑖 = 0,11̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑗 = 0,11̅̅ ̅̅ ̅̅ ,                       (2.25) 

Г = (
𝐴1 𝐵1 𝐶1
⋮ ⋮ ⋮
𝐴12 𝐵12 𝐶12

), 

Ф = (
𝛼0 𝛽0 𝛾0
⋮ ⋮ ⋮
𝛼11 𝛽11 𝛾11

). 

Пользуясь формулами, представленными в [34], находим значения 𝐶𝑖: 

𝐶𝑖 = (−1)
𝑖+1 ∏ (𝜆𝑖 − 𝜆𝑙)

−1

1≤𝑙≤12

×  
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×

{
 
 

 
 

𝛾11  −∑𝜆𝑗
11

12

𝑗=1
𝑗≠𝑖

∏ (𝜆𝑗 − 𝜆𝑙)
−1

[
 
 
 
𝛾10 − 𝛾9 ∑ 𝜆𝑛

10 ∏ (𝜆𝑛 − 𝜆𝑙)
−1

1≤𝑙≤12
𝑙≠𝑖,𝑗,𝑛

12

𝑛=1
𝑛≠𝑖,𝑗 ]

 
 
 

1≤𝑙≤12
𝑙≠𝑖,𝑗 }

 
 

 
 

 , 

𝐴𝑖 = 𝐶𝑖
(𝜆𝑖
4 + 𝑐3𝜆𝑖

2 + 𝑐4𝜆𝑖 + 𝑐5)(𝜆𝑖
4 + 𝑏3𝜆𝑖

2 + 𝑏4𝜆𝑖 + 𝑐5) − (𝑏6𝜆𝑖 + 𝑏7)(𝑐1𝜆𝑖 + 𝑐2)

(𝑏6𝜆𝑖 + 𝑏7)(𝑎4𝜆𝑖 + 𝑎5)
 ,  

𝐵𝑖 = −𝐶𝑖
𝜆𝑖
4 + 𝑐3𝜆𝑖

2 + 𝑐4𝜆𝑖 + 𝑐5
𝑏6𝜆𝑖 + 𝑏7

 . 

Компоненты частотной матрицы 𝑊𝑧𝑖
𝑄

 определяются равенствами [34]: 

𝑊𝑧𝑖𝑗𝑠
𝑄 = {

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑎𝑗 − 𝑎𝑠 , 𝑖𝜔), 𝑎𝑗 ≥ 𝑎𝑠  

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (𝑎𝑗 − 𝑎𝑠 , 𝑖𝜔), 𝑎𝑗 ≤ 𝑎𝑠

.                                     (2.26) 

Для вагона имеем n = 4 и [42,100]: 

𝑊𝑧𝑖
𝑄 =

(

  
 

𝑊𝑧𝑖
𝑄(0, 𝑖𝜔)         

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑑, 𝑖𝜔)      

 𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑙, 𝑖𝜔)        

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑙 + 𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (−𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (0, 𝑖𝜔)    

   𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑙 − 𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑙, 𝑖𝜔)     

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (−𝑙, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (𝑑 − 𝑙, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (0, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (−𝑙 − 𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (−𝑙, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖−
𝑄 (−𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑧𝑖+
𝑄 (0, 𝑖𝜔) )

  
 
, (2.27) 

где 𝑊𝑧𝑖
𝑄

 – матрица частотных характеристик, определяющих прогибы i-го 

слоя балки под воздействием вектора вертикальных сил; 

𝑎𝑖 − расстояние между i-м колесом и началом подвижной системы 

координат, движущейся вместе с экипажем с постоянной скоростью 𝑣; 

𝑑 − расстояние между колесными парами; 

𝑙 − расстояние между центрами тележек. 

Для нахождения частотных матриц изгибающих моментов в слоях 

конструкции пути также применяется модель колебаний пути, как трехслойной 

балки, лежащей на многослойном модифицированном основании (рисунок 2.3).  
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Рисунок 2.3 – Модель колебаний пути, как трехслойной балки, лежащей на 

многослойном модифицированном основании с входом по переменной 

динамической нагрузке 𝑄(𝑡) и выходом по изгибающим моментам слоев 

конструкции 𝑀𝑖 

 

При этом для частотных характеристик изгибающих моментов 𝑊𝑀𝑖
𝑄

 

справедливо равенство [34]: 

𝑊𝑀𝑖
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) = −𝐸𝑖𝐼𝑖

𝜕2𝑊𝑧𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔)

𝜕𝑢2
.                                  (2.28) 

Таким образом, с учетом граничных условий на бесконечности, частотные 

характеристики 𝑊𝑀𝑖
𝑄

находятся по формулам: 

𝑊𝑀𝑖
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) = {

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔)   при    u≥0;

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔)   при    u≤0,

                                  (2.29) 

где  
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{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑊𝑀1+

𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =
−1

𝐸𝑖𝐼𝑖
∑𝜆(2𝑖−1)

2 𝐴(2𝑖−1)𝑒
𝜆(2𝑖−1)𝑢

6

𝑖=1

   при    u≥0;

𝑊𝑀1−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =

−1

𝐸𝑖𝐼𝑖
∑𝜆2𝑖

2 𝐴2𝑖𝑒
𝜆2𝑖𝑢

6

𝑖=1

                      при    u≤0;

𝑊𝑀2+
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =

−1

𝐸𝑖𝐼𝑖
∑𝜆(2𝑖−1)

2 𝐵(2𝑖−1)𝑒
𝜆(2𝑖−1)𝑢

6

𝑖=1

   при    u≥0;

𝑊𝑀2−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =

−1

𝐸𝑖𝐼𝑖
∑𝜆2𝑖

2 𝐵2𝑖𝑒
𝜆2𝑖𝑢

6

𝑖=1

                      при    u≤0;

𝑊𝑀3+
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =

−1

𝐸𝑖𝐼𝑖
∑𝜆(2𝑖−1)

2 𝐶(2𝑖−1)𝑒
𝜆(2𝑖−1)𝑢

6

𝑖=1

   при    u≥0;

𝑊𝑀3−
𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) =

−1

𝐸𝑖𝐼𝑖
∑𝜆2𝑖

2 𝐶2𝑖𝑒
𝜆2𝑖𝑢

6

𝑖=1

                      при    u≤0.

                         (2.30) 

Компоненты частотной матрицы 𝑊𝑀𝑖

𝑄
 определяются равенствами [34]: 

𝑊𝑀𝑖𝑗𝑠
𝑄 = {

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑎𝑗 − 𝑎𝑠 , 𝑖𝜔), 𝑎𝑗 ≥ 𝑎𝑠  

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (𝑎𝑗 − 𝑎𝑠 , 𝑖𝜔), 𝑎𝑗 ≤ 𝑎𝑠

 ,                                (2.31) 

𝑊𝑀𝑖
𝑄 =

(

  
 

𝑊𝑀𝑖
𝑄 (0, 𝑖𝜔)         

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑑, 𝑖𝜔)      

 𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑙, 𝑖𝜔)        

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑙 + 𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (−𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (0, 𝑖𝜔)    

   𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑙 − 𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑙, 𝑖𝜔)     

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (−𝑙, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (𝑑 − 𝑙, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (0, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (−𝑙 − 𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (−𝑙, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖−
𝑄 (−𝑑, 𝑖𝜔)

𝑊𝑀𝑖+
𝑄 (0, 𝑖𝜔) )

  
 
, (2.32) 

где 𝑊𝑀𝑖

𝑄
 – матрица частотных характеристик, определяющих изгибающие 

моменты i-го слоя балки под воздействием вектора вертикальных сил; 

𝑎𝑖 − расстояние между i-м колесом и началом подвижной системы 

координат, движущейся вместе с экипажем с постоянной скоростью 𝑣; 

𝑑 − расстояние между колесными парами; 

𝑙 − расстояние между центрами тележек. 

Аналогично, можно определить частотные матрицы для углов поворотов 

сечений и поперечных сил, исходя из соотношений: 

𝑊𝜒𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) =

𝜕𝑊𝑧𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔)

𝜕𝑢
 ,                                       (2.33) 



52 
 

 

 

𝑊𝑃𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) = −𝐸𝑖𝐼𝑖

𝜕3𝑊𝑧𝑖
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔)

𝜕𝑢3
 .                                (2.34) 

2.4. Нахождение параметров слоев конструкции пути 

Для нахождения матрицы взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил, действующих на путь 𝑆𝑄 необходимы значения 

констант 𝑚𝑖 , 𝐸𝑖 , 𝐼𝑖 , 𝑈𝑖 , 𝑓𝑖 , входящих в систему уравнений (2.6). 

Распределенная приведенная масса 𝑚𝑖 , модуль упругости материала 𝐸𝑖 и 

«моменты инерции 𝐼𝑖 определяются из размеров слоев и свойств материалов. 

Распределенное приведенное демпфирование слоев 𝑓𝑖 принимается таким, 

чтобы коэффициент динамичности, равный отношению амплитуды прогиба слоя 

под нагрузкой от колеса в динамике к амплитуде прогиба под нагрузкой от колеса 

в статике не превышал величины 1,2» [100]. 

«Значения приведенного модуля упругости основания 𝑈2, 𝑈3 для БКП 

определяются как модуль балластной постели основания, умноженный на 

площадь и распределенный на метр длины» [100, 118]. «Таким образом, 

𝑈2, 𝑈3 находим из следующих соотношений» [100]: 

𝑈2 = 𝑏2 ∙ ℎ2,                                                            (2.35) 

𝑈3 = 𝑏3 ∙ ℎ3,                                                            (2.36) 

где ℎ2, ℎ3 − ширина 2-го и 3-го слоев соответственно, м; 

𝑏2, 𝑏3 – модуль балластной постели основания, Н/м3. 

«Значение 𝑈1 нельзя определить подобным методом, поскольку между 

рельсом и вторым слоем конструкции находятся прокладка, резиновая подкладка. 

Для нахождения 𝑈1 можно воспользоваться измеренным в статике прогибом 

верхнего слоя БКП на опытном полигоне y1 и следующим соотношением» [100]: 

𝑦1 =∑𝑊𝑧1𝑖(0,0) ∙ 𝑄𝑖

𝑛

𝑖=1

,                                           (2.37)    
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где 𝑛 − номер колесной пары. 

Так как прогиб 𝑦1 и сила, действующая на рельс 𝑄 известны, то необходимо 

взять такое 𝑈1, чтобы данное соотношение выполнялось. 

2.5. Нахождение частотной матрицы зависимости перемещений масс 

от вертикальных динамических сил, действующих на путь 

2.5.1. Случай произвольного типа экипажа 

Для произвольного экипажа решение может быть найдено при помощи 

математической модели колебаний экипажа под действием вертикальных сил 

[36]. «Данная модель определяется следующим: 

– экипаж представляет собой плоскую колебательную систему с многими 

степенями свободы; 

– в зависимости от типа экипажа число уровней подвешивания изменяется 

от 1 до 𝑚;  

– различные тележки экипажа могут иметь разное число уровней 

подвешивания; 

– число колес экипажа изменяется от 1 до 𝑛; 

– число колес в различных тележках одного экипажа может быть 

различным» [34]; 

– элементы подвешивания характеризуются независимыми параметрами – 

массой, моментом инерции относительно горизонтальной поперечной оси, 

проходящей через центр масс элемента, жесткостью, параметром демпфирования, 

числом элементов низшего уровня подвешивания, координатой центра масс 

элемента, координатой точки подвешивания сверху; 

– однотипные элементы могут иметь различные значения параметров; 
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– модель допускает возможность предельных переходов для случаев 

шарнирного соединения элементов подвешивания различных ступеней; 

– модель требует отсутствия непосредственной связи между элементами 

одного уровня подвешивания. В случае наличия подобной связи, модель такого 

экипажа должна быть приведена к эквивалентной схеме без связей. 

Для рассматриваемой математической модели на рисунке 2.4 представлена 

расчетная схема для составления уравнений колебаний экипажа под действием 

вертикальных сил: 

 
Рисунок 2.4 – Расчетная схема для составления уравнений колебаний экипажа 

под действием вертикальных сил 

 

Запишем условия равенства вертикальных сил, действующих на элемент 𝑗 

уровня подвешивания 𝑣 и равновесия моментов системы относительно точки 

подвешивания 𝐴 [36]: 

[𝑧𝑣+1,𝑣𝑗 + (𝑎𝑣+1,𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣𝑗)𝜒𝑣+1,𝑣𝑗 − 𝑧𝑣𝑗 − (𝑎𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣𝑗)𝜒𝑣𝑗]𝑐𝑣𝑗 + 

+ [ �̇�𝑣+1,𝑣𝑗 + (𝑎𝑣+1,𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣𝑗)�̇�𝑣+1,𝑣𝑗 − �̇�𝑣𝑗 − (𝑎𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣𝑗)�̇�𝑣𝑗]𝑘𝑣𝑗 − 

−𝑀𝑣𝑗�̈�𝑣𝑗 −∑ ∑ 𝑀𝑟𝑛�̈�𝑟𝑛 − ∑ 𝑄д𝑛 = 0

𝑙1𝑣𝑗

𝑛=𝑚1𝑣𝑗

𝑙𝑟𝑣𝑗

𝑛=𝑚𝑟𝑣𝑗

,

𝑣−1

𝑟=1

                        (2.38) 
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−𝐼𝑣𝑗�̈�𝑣𝑗 − (𝑎𝑧𝑣𝑗 − 𝑎𝑣𝑗)𝑀𝑣𝑗�̈�𝑣𝑗 − ∑ ∑(𝑎𝑧𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣−1,𝑛) ∙

𝑣−1

𝑟=1

𝑙𝑣−1,𝑣𝑗

𝑛=𝑚𝑣−1,𝑣𝑗

          (2.39) 

∙ [𝑀𝑣−1,𝑛�̈�𝑣−1,𝑛 + ∑ 𝑀𝑟𝑅�̈�𝑟𝑅

𝑙𝑟,𝑣−1,𝑛

𝑅=𝑚𝑟,𝑣−1,𝑛

] − ∑ (𝑎𝑧𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣−1,𝑛) ∙ ∑ 𝑄д𝑅 = 0

𝑙1,𝑣−1,𝑛

𝑅=𝑚1,𝑣−1,𝑛

𝑙𝑣−1,𝑣𝑗

𝑛=𝑚𝑣−1,𝑣𝑗

, 

где 𝑧𝑣𝑗 −вертикальное перемещение элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝜒𝑣𝑗 − угловое перемещение элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝑎𝑧𝑣𝑗 − абсцисса точки подвешивания элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝐼𝑣𝑗 − момент инерции элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣 относительно 

горизонтальной поперечной оси, проходящей через центр масс элемента; 

𝑎𝑣𝑗 − абсцисса центра масс элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝑀𝑣𝑗 − масса элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝑄д𝑗 − сила в контакте колеса и элемента 𝑗 первого уровня подвешивания; 

𝑐𝑣𝑗 − жесткость подвешивания элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝑘𝑣𝑗 − демпфирование подвешивания элемента 𝑗 уровня подвешивания 𝑣; 

𝑚𝑟𝑣𝑗 и 𝑙𝑟𝑣𝑗 − первый и последний элементы уровня подвешивания 𝑟, 

передающие вертикальные динамические нагрузки на элемент 𝑗 уровня 

подвешивания 𝑣 снизу; 

𝑧𝑣+1,𝑣𝑗 − перемещение элемента уровня 𝑣 + 1, связанного 

упругодиссипативной связью с элементом 𝑗 уровня подвешивания 𝑣 

𝜒𝑣+1,𝑣𝑗 − угловое перемещение элемента уровня 𝑣 + 1, связанного 

упругодиссипативной связью с элементом 𝑗 уровня подвешивания 𝑣 

𝑎𝑣+1,𝑣𝑗 −цисса центра масс элемента уровня 𝑣 + 1, связанного 

упругодиссипативной связью с элементом  𝑗 уровня подвешивания 𝑣. 

В приведенных формулах все абсциссы отсчитывают от некоторого начала 

подвижной системы координат, движущейся со скоростью 𝑣 вместе с экипажем. 

Применив преобразование Фурье получаем: 

𝑎𝛼𝑣𝑗 (𝐹(𝑧𝑣+1,𝑣𝑗) − 𝐹(𝑧𝑣𝑗) + (𝑎𝑣+1,𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣𝑗)𝐹(𝜒𝑣+1,𝑣𝑗) + (𝑎𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣𝑗)𝐹(𝜒𝑣𝑗)) + 
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+𝑀𝑣𝑗𝑏𝛼𝑣𝑗𝐹(𝑧𝑣𝑗) + 𝑏𝛼𝑣𝑗∑ ∑ 𝑀𝑟𝑛𝐹(𝑧𝑟𝑛) = 𝑏𝛼𝑣𝑗𝜔
−2 ∑ 𝐹(𝑄д𝑛)

𝑙1𝑣𝑗

𝑛=𝑚1𝑣𝑗

𝑙𝑟𝑣𝑗

𝑛=𝑚𝑟𝑣𝑗

𝑣−1

𝑟=1

,      (2.40) 

𝐼𝑣𝑗𝐹(𝜒𝑣𝑗) + 𝑀𝑣𝑗(𝑎𝑧𝑣𝑗 − 𝑎𝑣𝑗)𝐹(𝑧𝑣𝑗) + ∑ ∑(𝑎𝑧𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣−1,𝑛) ∙

𝑣−1

𝑟=1

𝑙𝑣−1,𝑣𝑗

𝑛=𝑚𝑣−1,𝑣𝑗

 

∙ [𝑀𝑣−1,𝑛𝐹(𝑧𝑣−1,𝑗) + ∑ 𝑀𝑟𝑅𝐹(𝑧𝑧𝑅)

𝑙𝑟,𝑣−1,𝑛

𝑅=𝑚𝑟,𝑣−1,𝑛

] = 

= 𝜔−2 ∑ (𝑎𝑧𝑣𝑗 − 𝑎𝑧𝑣−1,𝑛)

𝑙𝑣−1,𝑣𝑗

𝑛=𝑚𝑣−1,𝑣𝑗

∙ ∑ 𝐹(𝑄д𝑅) = 0

𝑙1,𝑣−1,𝑛

𝑅=𝑚1,𝑣−1,𝑛

,               (2.41) 

где: 

𝐹(𝑧𝑣𝑗) = ∫ 𝑧𝑣𝑗(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞
, 

𝐹(𝜒𝑣𝑗) = ∫ 𝜒𝑣𝑗(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞
, 

𝐹(𝑄д𝑛) = ∫ 𝑄д𝑛(𝑡)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞
, 

а величины 𝑎𝛼𝑣𝑗 , 𝑏𝛼𝑣𝑗  находятся по формулам: 

𝑎𝛼𝑣𝑗 = {
0,  𝛼𝑣𝑗 ≠ 0 

1, 𝛼𝑣𝑗 = 0
, 

𝑏𝛼𝑣𝑗 = {

0,                                   𝛼𝑣𝑗 = ∞

1,                                    𝛼𝑣𝑗 = 0

𝜔2𝛼𝑣𝑗
−1,       𝛼𝑣𝑗 ≠ 0,  𝛼𝑣𝑗 ≠ ∞ 

, 

𝛼𝑣𝑗 = 𝑐𝑣𝑗 + 𝑖𝜔𝑘𝑣𝑗 . 

Данные уравнения могут быть записаны в матричной форме:  

𝐴�̃�∗ = 𝐵�̃�д ,                                                             (2.42) 

где �̃�∗ − преобразованный по Фурье вектор смещений элементов системы; 

�̃�д −преобразованный по Фурье вектор динамических сил в контактах колес 

экипажа и рельса. 

𝐴  и 𝐵 − матрицы, получающиеся в результате записи условий равенства 

вертикальных сил и равновесия  моментов системы, а также перехода в частотную 

область. 
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Отсюда имеем: 

�̃�∗ = 𝑊0(𝑖𝜔)�̃�д ,                                                        (2.43) 

и, таким образом, частотная матрица 𝑊0(𝑖𝜔) может быть найдена по формуле: 

𝑊0(𝑖𝜔) = 𝐴−1𝐵.                                                              (2.44) 

2.5.2. Случай четырехосного грузового вагона 

Найдем частотную матрицу 𝑊0(𝑖𝜔) для случая четырехосного грузового 

вагона, кинематическая модель которого представлена на рисунке 2.5: 

 

 
M0 – масса тележки, M1 – масса кузова, I0 – момент инерции тележки, I1 –момент 

инерции кузова, c1 – жесткость, r1 – демпфирование, PДi – динамическая сила в 

точке контакта i-го колеса с рельсом, d – расстояние между колесными парами,  

l – расстояние между центрами тележек 

Рисунок 2.5 – Кинематическая схема четырехосного грузового вагона 

Запишем обобщенные координаты системы [33, 34, 136]: 

𝑞1 = 𝑦1; 𝑞2 = 𝑦2, 

где 𝑦𝑖 −смещение в вертикальной плоскости элементов экипажа; 

𝑞3 =
𝑦01+𝑦02

2
; 𝑞4 =

𝑦01−𝑦02

𝑑
; 𝑞5 =

𝑦03+𝑦04

2
; 𝑞6 =

𝑦03−𝑦04

𝑑
, 

и обобщенные силы: 
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𝑄1 = 0;  𝑄2 = 0 ; 

𝑄3 = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2); 𝑄4 = −
𝑑

2
(𝑃Д1 − 𝑃Д2);  

𝑄5 = −(𝑃Д3 + 𝑃Д4); 𝑄6 = −
𝑑

2
(𝑃Д3 − 𝑃Д4). 

Кинетическая энергия системы: 

𝑇 =
1

2
𝑀1 (

𝑞1̇ + 𝑞2̇
2

)
2

+
1

2
𝐼1 (

𝑞1̇ − 𝑞2̇
𝑙

)
2

+
1

2
𝑀0�̇�3

2 +
1

2
𝐼0�̇�4

2 +
1

2
𝑀0�̇�5

2 +
1

2
𝐼0�̇�6

2. (2.45) 

Потенциальная энергия системы: 

П =
1

2
𝑐1(𝑞1 − 𝑞3)

2 +
1

2
𝑐1(𝑞2 − 𝑞5)

2 .                           (2.46) 

Функция рассеивания энергии: 

Ф =
1

2
𝑟1(�̇�1 − �̇�3)

2 +
1

2
𝑟1(�̇�2 − �̇�5)

2 .                           (2.47) 

Уравнения Лагранжа второго рода для системы [136]: 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕�̇�𝑖
+
𝜕П

𝜕�̇�𝑖
+
𝜕Ф

𝜕�̇�𝑖
= 𝑄𝑖  ,                                      (2.48) 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

                                                          

𝑀1
𝑞1̈ + 𝑞2̈
4

+ 𝐼1
𝑞1̈ − 𝑞2̈
𝑙2

+ 𝑐1(𝑞1 − 𝑞3) + 𝑟1(�̇�1 − �̇�3) = 0,

𝑀1
𝑞1̈ + 𝑞2̈
4

− 𝐼1
𝑞1̈ − 𝑞2̈
𝑙2

+ 𝑐1(𝑞2 − 𝑞5) + 𝑟1(�̇�2 − �̇�5) = 0,

𝑀0𝑞3̈ − 𝑐1(𝑞1 − 𝑞3) − 𝑟1(�̇�1 − �̇�3) = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2),           

𝐼0𝑞4̈ = −
𝑑

2
(𝑃Д1 − 𝑃Д2),                                                               

𝑀0𝑞5̈ − 𝑐1(𝑞2 − 𝑞5) − 𝑟1(�̇�2 − �̇�5) = −(𝑃Д3 + 𝑃Д4),          

𝐼0𝑞6̈ = −
𝑑

2
(𝑃Д3 − 𝑃Д4).                                                               

 

Преобразуя по Фурье получаем: 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

                                                          

−
𝜔2

4
𝑀1(𝑞1

∗ + 𝑞2
∗)−

𝜔2

𝑙2
𝐼1(𝑞1

∗ − 𝑞2
∗) + 𝑐1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) + 𝑖𝜔𝑟1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) = 0,

−
𝜔2

4
𝑀1(𝑞1

∗ + 𝑞2
∗) +

𝜔2

𝑙2
𝐼1(𝑞1

∗ − 𝑞2
∗) + 𝑐1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) + 𝑖𝜔𝑟1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) = 0,

−𝜔2𝑀0𝑞3
∗ − 𝑐1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) − 𝑖𝜔𝑟1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2),                        

−𝜔2𝐼0𝑞4
∗ = −

𝑑

2
(𝑃Д1 − 𝑃Д2),                                                                                 

−𝜔2𝑀0𝑞5
∗ − 𝑐1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) − 𝑖𝜔𝑟1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) = −(𝑃Д3 + 𝑃Д4),                        

−𝜔2𝐼0𝑞6
∗ = −

𝑑

2
(𝑃Д3 − 𝑃Д4).                                                                                 

 

Рассмотрим первые два уравнения системы и перепишем их в следующем 

виде: 

{
 

 −
𝜔2

2
𝑀1(𝑞1

∗ + 𝑞2
∗) + 𝑐1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) + 𝑐1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) + 𝑖𝜔𝑟1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) + 𝑖𝜔𝑟1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) = 0,

−
2𝜔2

𝑙2
𝐼1(𝑞1

∗ − 𝑞2
∗) + 𝑐1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) − 𝑐1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) + 𝑖𝜔𝑟1(𝑞1

∗ − 𝑞3
∗) − 𝑖𝜔𝑟1(𝑞2

∗ − 𝑞5
∗) = 0,

 

{
 
 

 
 (

𝑞1
∗ + 𝑞2

∗

2
) (−𝜔2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1) − (𝑐1+𝑖𝜔𝑟1)(𝑞3

∗ + 𝑞5
∗) = 0,

(
𝑞1
∗ − 𝑞2

∗

2
)(−

4𝜔2𝐼1
𝑙2

+ 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1) − (𝑐1+𝑖𝜔𝑟1)(𝑞3
∗ − 𝑞5

∗) = 0,
 

{
 
 

 
 𝑞1

∗ =
(𝑐1+𝑖𝜔𝑟1)(𝑞3

∗ + 𝑞5
∗)

(−𝜔2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1)
+

(𝑐1+𝑖𝜔𝑟1)(𝑞3
∗ − 𝑞5

∗)

(−4𝜔2𝐼1/𝑙
2 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1)

,

𝑞2
∗ =

(𝑐1+𝑖𝜔𝑟1)(𝑞3
∗ + 𝑞5

∗)

(−𝜔2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1)
−

(𝑐1+𝑖𝜔𝑟1)(𝑞3
∗ − 𝑞5

∗)

(−
4𝜔2𝐼1
𝑙2

+ 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1)
,

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

                                                          

𝑞1
∗ = (𝑞3

∗ + 𝑞5
∗)

𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1
−𝜔2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1

+ (𝑞3
∗ − 𝑞5

∗)
𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1

−4𝜔2𝐼1/𝑙
2 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1

,

𝑞2
∗ = (𝑞3

∗ + 𝑞5
∗)

𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1
−𝜔2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1

− (𝑞3
∗ − 𝑞5

∗)
𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1

−4𝜔2𝐼1/𝑙
2 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1

,

(−𝜔2𝑀0 + 𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑞3
∗ − (𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑞1

∗ = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2),                                    

𝑞4
∗ =

𝑑

2𝜔2𝐼0
(𝑃Д1 − 𝑃Д2),                                                                                                    

(−𝜔2𝑀0 + 𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑞5
∗ − (𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑞2

∗ = −(𝑃Д3 + 𝑃Д4),                                    

𝑞6
∗ =

𝑑

2𝜔2𝐼0
(𝑃Д3 − 𝑃Д4).                                                                                                    

 

Обозначим:  
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{
 
 

 
 𝑥 =

𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1
−𝜔2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1

 ,      

𝑦 =
𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1

−
4𝜔2𝐼1
𝑙2

+ 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1

 ,    

𝑧 = −𝜔2𝑀0 + 𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1,           

 

и подставим значения 𝑞1
∗, 𝑞2

∗ в 3-е и 5-е уравнения системы: 

{
𝑧𝑞3

∗ − (𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)((𝑞3
∗ + 𝑞5

∗)𝑥 + (𝑞3
∗ − 𝑞5

∗)𝑦) = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2)

𝑧𝑞5
∗ − (𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)((𝑞3

∗ + 𝑞5
∗)𝑥 − (𝑞3

∗ − 𝑞5
∗)𝑦) = −(𝑃Д3 + 𝑃Д4)

, 

{
𝑧(𝑞3

∗ + 𝑞5
∗) − 2(𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑥(𝑞3

∗ + 𝑞5
∗) = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2+𝑃Д3 + 𝑃Д4)      

𝑧(𝑞3
∗ − 𝑞5

∗) − 2(𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑦(𝑞3
∗ − 𝑞5

∗) = −(𝑃Д1 + 𝑃Д2) + (𝑃Д3 + 𝑃Д4)
, 

{
 
 

 
 𝑞3

∗ + 𝑞5
∗ =

−(𝑃Д1 + 𝑃Д2+𝑃Д3 + 𝑃Д4)

𝑧 − 2(𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑥
      

𝑞3
∗ − 𝑞5

∗ =
−(𝑃Д1 + 𝑃Д2) + (𝑃Д3 + 𝑃Д4)

𝑧 − 2(𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)𝑦

. 

И в итоге имеем: 

{
 
 

 
 𝑞3

∗ + 𝑞5
∗ =

−(𝑃Д1 + 𝑃Д2+𝑃Д3 + 𝑃Д4)(−𝜔
2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1)

(−𝜔2𝑀0 + 𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)(−𝜔
2𝑀1 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1) − 2(𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)

2
      

𝑞3
∗ − 𝑞5

∗ =
(𝑃Д3 + 𝑃Д4 − 𝑃Д1 − 𝑃Д2)(−4𝜔

2𝐼1/𝑙
2 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1)

(−𝜔2𝑀0 + 𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)(−4𝜔
2𝐼1/𝑙

2 + 2𝑖𝜔𝑟1 + 2𝑐1) − 2(𝑖𝜔𝑟1 + 𝑐1)
2

, 

Обозначая: 

{
 
 

 
 𝑊1(𝑖𝜔) =

𝜔2𝑀1 − 2𝑖𝜔𝑟1 − 2𝑐1
𝜔4𝑀0𝑀1 − 𝑖𝑟1(2𝑀0+𝑀1)𝜔

3 − 𝑐1(2𝑀0+𝑀1)𝜔
2
            

𝑊2(𝑖𝜔) =
4𝜔2𝐼1 − 2𝑖𝜔𝑟1𝑙

2 − 2𝑐1𝑙
2

4𝜔4𝑀0𝐼1 − 𝑖𝑟1(2𝑀0𝑙
2 + 4𝐼1)𝜔

3 − 𝑐1(2𝑀0𝑙
2 + 4𝐼1)𝜔

2

, 

{
𝑞3
∗ =

1

2
(𝑊1 +𝑊2)(𝑃Д1 + 𝑃Д2) +

1

2
(𝑊1 −𝑊2)(𝑃Д3 + 𝑃Д4)

𝑞5
∗ =

1

2
(𝑊1 −𝑊2)(𝑃Д1 + 𝑃Д2) +

1

2
(𝑊1 +𝑊2)(𝑃Д3 + 𝑃Д4)

. 

И, делая замену 𝑞3 =
𝑦01+𝑦02

2
; 𝑞4 =

𝑦01−𝑦02

𝑑
; 𝑞5 =

𝑦03+𝑦04

2
; 𝑞6 =

𝑦03−𝑦04

𝑑
, имеем: 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑦01 =

1

2
(𝑊1 +𝑊2)(𝑃Д1 + 𝑃Д2) +

1

2
(𝑊1 −𝑊2)(𝑃Д3 + 𝑃Д4) +

𝑑2

4𝜔2𝐼0
(𝑃Д1 − 𝑃Д2)

𝑦02 =
1

2
(𝑊1 +𝑊2)(𝑃Д1 + 𝑃Д2) +

1

2
(𝑊1 −𝑊2)(𝑃Д3 + 𝑃Д4) −

𝑑2

4𝜔2𝐼0
(𝑃Д1 − 𝑃Д2)

𝑦03 =
1

2
(𝑊1 −𝑊2)(𝑃Д1 + 𝑃Д2) +

1

2
(𝑊1 +𝑊2)(𝑃Д3 + 𝑃Д4) +

𝑑2

4𝜔2𝐼0
(𝑃Д3 − 𝑃Д4)

𝑦04 =
1

2
(𝑊1 −𝑊2)(𝑃Д1 + 𝑃Д2) +

1

2
(𝑊1 +𝑊2)(𝑃Д3 + 𝑃Д4) −

𝑑2

4𝜔2𝐼0
(𝑃Д3 − 𝑃Д4)

, 

откуда матрица частотных характеристик имеет вид: 

𝑊0(𝑖𝜔) =

(

 

𝑊11(𝑖𝜔)

𝑊21(𝑖𝜔)

𝑊31(𝑖𝜔)

𝑊41(𝑖𝜔)

𝑊12(𝑖𝜔)

𝑊22(𝑖𝜔)

𝑊32(𝑖𝜔)

𝑊42(𝑖𝜔)

𝑊13(𝑖𝜔)

𝑊23(𝑖𝜔)

𝑊33(𝑖𝜔)

𝑊43(𝑖𝜔)

𝑊14(𝑖𝜔)

𝑊24(𝑖𝜔)

𝑊34(𝑖𝜔)

𝑊44(𝑖𝜔))

 ,                (2.49)  

где 

𝑊11(𝑖𝜔) = 𝑊22(𝑖𝜔) = 𝑊33(𝑖𝜔) = 𝑊44(𝑖𝜔) =
1

2
(𝑊1 +𝑊2) +

𝑑2

4𝜔2𝐼0
     (2.50) 

𝑊12(𝑖𝜔) = 𝑊21(𝑖𝜔) = 𝑊34(𝑖𝜔) = 𝑊43(𝑖𝜔) =
1

2
(𝑊1 +𝑊2) −

𝑑2

4𝜔2𝐼0
     (2.51) 

𝑊13(𝑖𝜔) = 𝑊31(𝑖𝜔) = 𝑊14(𝑖𝜔) = 𝑊41(𝑖𝜔) =
1

2
(𝑊1 −𝑊2)             (2.52) 

𝑊23(𝑖𝜔) = 𝑊32(𝑖𝜔) = 𝑊24(𝑖𝜔) = 𝑊42(𝑖𝜔) =
1

2
(𝑊1 −𝑊2)             (2.53) 

2.6. Нахождение матрицы взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил, действующих на путь, в модели колебаний 

пути, как трехслойной балки 

Рассмотрим схему взаимодействия пути и экипажа при вертикальных 

колебаниях, представленную на рисунке 2.6. 
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Рисунок 2.6 – Схема взаимодействия пути и экипажа при вертикальных 

колебаниях (колебаниях подпрыгивания и галопирования) 

 

Из уравнения, связывающего компоненты вектора смещений колес с 

векторами прогиба рельса имеем [36]: 

𝑧𝑖(𝑡) − 𝑧д𝑖
0 (𝑡) − ƞ𝑖

0(𝑡) = 𝜉𝑖
0(𝑣𝑡),                                      (2.54) 

где 𝑧𝑖(𝑡) − смещение i-го колеса под нагрузкой 𝑄д(𝑡); 

𝑧д
0(𝑡) − местная деформация в точке контакта колеса и рельса, вызванная 

действием вертикальной нагрузки 𝑄д(𝑡); 

ƞ0(𝑡) − контактная деформация в точке контакта колеса с рельсом; 

𝜉𝑖
0(𝑣𝑡) − неровность под i-м колесом: 

𝜉𝑖
0(𝑣𝑡) = 𝜉р

0(𝑎𝑖 + 𝑣𝑡) + 𝜉л
0(𝑎𝑖 + 𝑣𝑡) + 𝜉к𝑖

0 (𝑣𝑡),                         (2.55) 

где 𝜉р
0(𝑎𝑖 + 𝑣𝑡) − неровность на поверхности катания рельса; 

𝜉л
0(𝑎𝑖 + 𝑣𝑡) − неровность, обусловленная зазором между рельсом и 

основанием; 

𝜉к𝑖
0 (𝑣𝑡) – неровность колеса; 

𝑎𝑖 − расстояние между i-м колесом и началом подвижной системы 

координат, движущейся вместе с экипажем с постоянной скоростью 𝑣. 
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Таким образом, можно записать [34]: 

�̃�(𝑡) = 𝑊0(𝑖𝜔) ∙ 𝑄д̃ ,                                              (2.56) 

𝑧д
0(𝑡) = 𝑊𝑧1

𝑄(0, 𝑖𝜔) ∙ 𝑄д̃ ,                                             (2.57) 

ƞ0(𝑡) =
1

𝐶к
0
∙ 𝑄д̃ ,                                                      (2.58) 

где 𝑊0(𝑖𝜔) – амплитудно-частотная характеристика, связывающая вектор 

динамических сил в контактах колес и рельсов с вектором вертикальных 

смещений колесных центров; 

𝑊𝑧1(𝑖𝜔) − амплитудно-частотная характеристика прогибов первого слоя 

конструкции пути; 

𝐶к
0 − контактная жесткость пары колесо–рельс. 

Таким образом,  

𝑄д̃ = 𝑊𝑃(𝑖𝜔) ∙ 𝜉 ,                                                    (2.59) 

где 

𝑊𝑝(𝑖𝜔) = (𝑊
0(𝑖𝜔) −𝑊𝑧1

𝑄(0, 𝑖𝜔) −
1

𝐶к
0
𝐸)

−1

 .                     (2.60) 

Отсюда, пользуясь формулой для спектральной плотности случайных 

процессов, получаем [137]: 

𝑆𝑄 = 𝑊𝑝(𝑖𝜔)𝑆𝛯(ω)𝑊𝑝(𝑖𝜔)
𝑇  ,                                                    (2.61) 

где 𝑆𝛯– матрица спектральных плотностей неровностей пути;  

𝑊𝑝(𝑖𝜔) − матрица, комплексно сопряженная к матрице 𝑊𝑝(𝑖𝜔); 

𝑊𝑝(𝑖𝜔)
𝑇 − транспонированная матрица 𝑊𝑝(𝑖𝜔). 

Помимо 𝑊𝑝(𝑖𝜔), для проведения расчетов также может быть использована 

частотная матрица 𝑊𝑞(𝑖𝜔), в таком случае:  

𝑄д̃ = 𝑊𝑞(𝑖𝜔) ∙ �̈� ,                                                     (2.62) 

где 

𝑊𝑞(𝑖𝜔) = −
1

𝜔2
𝑊𝑝(𝑖𝜔) ,                                             (2.63) 

а формула (2.61) примет вид: 
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𝑆𝑄 = 𝑊𝑞(𝑖𝜔)𝑆�̈�(ω)𝑊𝑞(𝑖𝜔)
𝑇.                                       (2.64) 

Таким образом, для нахождения матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил для трехслойной конструкции пути 

достаточно нахождения частотной матрицы 𝑊𝑝(𝑖𝜔) и матрицы спектральных 

плотностей неровностей пути 𝑆𝛯 .  

Выводы к главе 2 

1) Найдены частотные характеристики, связывающие вектор динамических 

сил в контактах колес и рельсов с вектором вертикальных смещений колесных 

центров, в математической модели воздействия четырехосного грузового вагона 

на железнодорожный путь как трехслойную балку, лежащую на 

модифицированном основании Винклера. 

2) Разработан алгоритм расчета матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил, действующих на безбалластный 

путь. 

3) Представленный алгоритм позволяет найти средние значения и 

среднеквадратические отклонения для прогибов, изгибающих моментов, 

поворотов сечений, поперечных сил в слоях безбалластной конструкции пути.  
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3. ПРОВЕДЕНИЕ РАСЧЕТОВ 

3.1. Исходные данные 

Для проведения расчетов была выбран безбалластный путь NBT (New 

Ballastless Track) компании Alstom (Франция), испытанный на 

Экспериментальном кольце АО «ВНИИЖТ» в 2014–2016г. Данный путь 

представляет собой железобетонное монолитное основание. «В основе 

конструкции лежат две уложенные друг на друга скользящие бетонные плиты; 

одна из них имеет продольный «шип», другая – продольный «паз». Таким 

образом, исключается поперечное смещение плит относительно друг друга, но 

при этом, допускается продольное перемещение. Путевая плита и плита 

основания выполнены из армированного бетона. Ширина путевой плиты 

составляет 2,5 м, ее высота – 0,24 м. Для плиты основания данные параметры 

равны 2,8 м и 0,3 м соответственно. Поперечные стыки плит располагаются через 

4,8 м (рисунок 3.1)» [73]. Параметры безбалластной конструкции пути приведены 

в таблице 3.1. 

 

 

Рисунок 3.1 – Безбалластный путь Alstom 
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Таблица 3.1 – Параметры безбалластной конструкции пути 

№ 

слоя 
Материал 

Толщина, 

мм 

Ширина, 

мм 

Объем в 

1 

погонном 

метре, м3 

Плотность, 

кг/м3 

Модуль 

упругости, 

Е, Н/м2 

Момент 

инерции 

(верт.) I, 

м4 

Распределенная 

приведенная 

масса m, кг/м 

1 
Рельс со 

скреплением 
180    2,1.1011 3,55.10-5 90 

2 
Путевая 

плита  
240 2500 0,6 2300 3,3.1010 0,00144 690 

3 
Плита 

основания 
300 2800 0,84 2300 3,3.1010 0,00315 966 

4 
Тощий 

бетон 
300 3500 1,05 1800 1,8.1010 0,00788 945 

5 ЩПГС 700 7000 4,9 1500 1,7.108 0,2 3675 

 

Значения констант 𝑈2, 𝑈3 находим по формулам (2.35), (2.36): 

𝑈2 = 𝑏2 ∙ ℎ2 = 6,5 ∙ 10
7 ∙ 2,67 ∙

1

2
= 8,7 ∙ 107  

𝑈3 = 𝑏3 ∙ ℎ3 = 5,8 ∙ 10
7 ∙ 3,5 ∙

1

2
= 10,1 ∙ 107  

Зная величину прогиба, измеренную экспериментально и равную 3,1 мм при 

нагрузке на ось 23,5 т, находим значение величины 𝑈1 = 3,4 ∙ 10
7 такое, чтобы 

соотношение (2.37) выполнялось. График зависимости 𝑊𝑧1(0,0)от 𝑈1 представлен 

на рисунке 3.2. 

 

Рисунок 3.2 – График зависимости амплитудно-частотной характеристики 
|𝑊𝑧1(0,0)| от 𝑈1. 
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С учетом условия на коэффициент динамичности, находим значения 

распределенного приведенного демпфирования в слоях конструкции пути: 𝑓1 =

2,7 ∙ 104, 𝑓2 = 2,2 ∙ 10
5, 𝑓3 = 5 ∙ 10

5. Итоговые данные, необходимые для 

проведения расчета, представлены в таблице 3.2. Спектральные плотности 

неровностей пути на Экспериментальном кольце представлены в таблице 3.3. 

 

Таблица 3.2 – Исходные данные 

№ 

слоя 
Материал 

Распределенная 

приведенная 

масса m, кг/м 

Модуль 

упругости, Е, 

Н/м2 

Момент 

инерции 

(верт.) I, м4 

Приведенный 

модуль 

упругости, U, 

Н/м2 

Распределенное 

приведенное 

демпфирование f, 

Н∙с/м2 

1 
Рельс со 

скреплением 
90 2,1.1011 3,55.10-5 3,4 ∙ 107 2,7 ∙ 104 

2 
Бетонный 

слой  
1656 3,3.1010 0,00459 8,7 ∙ 107 2,2 ∙ 105 

3 
Тощий 

бетон 
945 1,8.1010 0,00788 10,1 ∙ 107 5 ∙ 105 

 

Таблица 3.3 – Спектральные плотности неровностей пути на Экспериментальном 

кольце АО «ВНИИЖТ» 

Частота 𝛺,  см−1 
Спектральная 

плотность 𝑆𝑝,  см
3 

Частота 𝛺,  см−1 
Спектральная 

плотность 𝑆𝑝,  см
3 

0,00025 4000 0,02 0,7 

0,000375 2000 0,0209 0,4 

0,0005 1300 0,0262 0,2 

0,000625 800 0,0314 0,1 

0,00125 200 0,0349 0,06 

0,0025 50 0,0449 0,03 

0,00375 20 0,0628 0,008 

0,005 13 0,0785 0,0026 

0,00625 7 0,105 0,001 

0,007 5,5 0,115 0,0009 

0,00785 3,6 0,12 0,00064 

0,00848 3 0,125 0,00062 

0,0105 1,8 0,25 0,000082 

0,0125 2 0,375 0,000084 

0,0157 1 0,5 0,000104 
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3.2. Нахождение частотных матриц зависимости прогибов и изгибающих 

моментов слоев конструкции от вертикальных динамических сил, 

 действующих на путь 

Воспользовавшись формулами (2.14), (2.15), (2.30), (2.31), находим 

частотные характеристики прогибов и изгибающих моментов в слоях 

конструкции пути. На рисунках 3.3–3.14 приводятся амплитудно-частотные и 

фазово-частотные характеристики прогибов и изгибающих моментов в различных 

слоях БКП при различных скоростях движения экипажа. Остальные графики 

частотных характеристик представлены в приложении А, листинг разработанной 

для проведения расчетов программы на MATLAB представлен в приложении Б. 

 

 

1 – 𝑢 = 0; 2 – 𝑢 = 185 см; 3 – 𝑢 = −185 см  

Рисунок 3.3 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑎𝑟𝑔𝑊𝑀3(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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1 – рельс; 2 –бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.4 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑎𝑟𝑔𝑊𝑀3(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 

1 – рельс; 2 – бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.5 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑎𝑟𝑔𝑊𝑀𝑖(0, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  
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1 – 𝑢 = 0; 2 – 𝑢 = 185 см; 3 – 𝑢 = −185 см 

Рисунок 3.6 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑎𝑟𝑔𝑊𝑧2(0, 𝜔)и скорости 

движения 𝑣 = 80 км/ч  

 

 
1 – рельс; 2 – бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.7 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑎𝑟𝑔𝑊𝑧𝑖(0,𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  
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1 – 𝑢 = 0; 2 – 𝑢 = 185 см; 3 – 𝑢 = −185 см 

Рисунок 3.8 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀1(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  

 

 
1 – рельс; 2- бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.9 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀𝑖(0, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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1 – рельс; 2 – бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.10 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀𝑖(0,𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 
1 – 𝑢 = 0; 2 – 𝑢 = 185 см; 3 – 𝑢 = −185 см 

Рисунок 3.11 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧2(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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1 – 𝑢 = 0; 2 – 𝑢 = 185 см; 3 – 𝑢 = −185 см 

Рисунок 3.12 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧3(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 
1 – рельс; 2 – бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.13 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧𝑖(0, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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1 – рельс; 2 – бетон; 3 – тощий бетон 

Рисунок 3.14 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧𝑖(0, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

3.3. Нахождение матрицы взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил, действующих на путь 

Для нахождения частотной матрицы 𝑊𝑝, связывающей вектор неровностей 

пути с вектором вертикальных сил, возникающих при движении четырехосного 

грузового вагона, и матрицы взаимных спектральных плотностей 𝑆𝑄 использована 

модель четырехосного грузового вагона со следующими параметрами (таблица 3.4): 
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Таблица 3.4 – Параметры модели грузового вагона 

Название Обозначение Значение Единица измерения 

Масса тележки 𝑀0 2750 кг 

Масса кузова 𝑀1 91400 кг 

Момент инерции тележки 𝐼0 133 кг ∙ м2 

Момент инерции кузова 𝐼1 12900 кг ∙ м2 

Жесткость 𝑐1 8,55 ∙ 106 кг/м 

Демпфирование 𝑟1 71500 кг ∙ с/м 

Воспользовавшись частотными характеристиками 𝑊𝑧𝑖
𝑄

 и 𝑊0 по формулам 

(2.60), (2.63) находим частотные матрицы 𝑊𝑝(𝜔) и 𝑊𝑞(𝜔). График амплитудно-

частотной характеристики ее диагонального элемента 𝑊𝑝11(𝜔) представлен на 

рисунке 3.15, график амплитудно-частотной характеристики диагонального 

элемента 𝑊𝑞11(𝜔) представлен на рисунке 3.16. 

 

 

Рисунок 3.15 – Амплитудно-частотная характеристика |𝑊𝑝11(𝜔)| при 0 ≤ 𝜔 ≤ 100 
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Воспользовавшись формулами (2.61), (2.64), находим матрицу взаимных 

спектральных плотностей вертикальных динамических сил, действующих на путь 

𝑆𝑄. Амплитудно-частотные характеристики ее диагональных элементов 

представлены на рисунке 3.17. 

 

 

Рисунок 3.16 – Амплитудно-частотная характеристика |𝑊𝑄11(𝜔)| при 0 ≤ 𝜔 ≤ 100 
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Рисунок 3.17 – Амплитудно-частотные характеристики 𝑆𝑄𝑖𝑖(𝜔) при 10 ≤ 𝜔 ≤ 16 

3.4. Нахождение средних значений и среднеквадратических отклонений 

прогибов и напряжений в слоях конструкции пути 

При расчете срока службы безбалластных конструкций пути возникает 

задача оценки средних значений и среднеквадратических отклонений от средних 

значений прогибов и напряжений в слоях конструкции пути, поскольку за весь 

жизненный цикл БКП происходят многократные воздействия на безбалластный 

путь. Данные статистические оценки могут быть найдены при помощи частотных 

матриц 𝑊𝑧𝑖
𝑄
,𝑊𝑀𝑖

𝑄
, а также матрицы взаимных спектральных плотностей 

вертикальных динамических сил 𝑆𝑄. 

Средняя величина векторов прогибов 〈𝑧𝑖〉 и напряжений под действием 

вектора нагрузки 𝑄(𝑡) находится по формулам [34,42,138]:  
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〈𝑧𝑖〉 = 𝑊𝑧𝑖
𝑄(0) ∙ 〈𝑄〉;     𝑖 = 1,3                                       (3.1) 

где 〈𝑄〉 − вектор-столбец средних значений вертикальных сил 𝑄. 

Среднеквадратическое отклонение величин прогибов от их средних 

значений определяется диагональными членами матрицы спектральных 

плотностей прогибов слоев балки [34,100]:  

𝜎𝑧𝑖
2 =

1

𝑛
∑(∫ 𝑆𝑧𝑖𝑗𝑗(𝜔)𝑑𝜔

∞

0

) ,

𝑛

𝑗=1

                                       (3.2) 

где n×n – размерность матрицы спектральных плотностей прогибов i-го слоя 𝑆𝑧𝑖(𝜔). 

𝑆𝑧𝑖(𝜔) = �̅�𝑧𝑖
𝑄(𝜔) ∙ 𝑆𝑄(𝜔) ∙ 𝑊𝑧𝑖

𝑄𝑇(𝜔),                                 (3.3) 

где �̅�𝑧𝑖
𝑄(𝜔) − матрица, комплексно сопряженная с матрицей 𝑊𝑧𝑖

𝑄(𝑖𝜔); 

𝑊𝑧𝑖
𝑄𝑇(𝜔) − транспонированная матрица к 𝑊𝑧𝑖

𝑄(𝑖𝜔); 

𝑆𝑄(𝜔) − матрица взаимных спектральных плотностей вертикальных 

динамических сил, действующих на путь; 

𝜔 − круговая частота. 

На Рисунках 3.18–3.21 представлены графики зависимости средних 

значений и среднеквадратических отклонений прогибов во втором слое 

безбалластной конструкции от скорости движения и нагрузки на ось. 

 
Рисунок 3.18 – График зависимости среднего значения прогиба 2-го слоя 

конструкции 〈𝑧2〉 от скорости движения 
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Рисунок 3.19 – График зависимости среднего значения прогиба 2-го слоя 

конструкции 〈𝑧2〉 от нагрузки на ось 

 

 
Рисунок 3.20 – График зависимости среднеквадратического отклонения прогиба 

2-го слоя конструкции 𝜎𝑧2 от скорости движения 

 

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

15 20 25 30

Среднее 

значение 

прогиба 2-го 

слоя, мм

Нагрузка на ось, т

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

10 60 110 160 210 260

Среднеквадратич

еское отклонение 

прогиба 2-го 

слоя, мм

Скорость движения, км/ч



80 
 

 

 

 
Рисунок 3.21 – График зависимости среднеквадратического отклонения прогиба 

2-го слоя конструкции 𝜎𝑧2 от нагрузки на ось 

 

Средние значения напряжений 〈𝜎𝑖〉 и среднеквадратических отклонений 

𝜎𝜎𝑖  в слоях конструкции определяются аналогичным образом при помощи 

частотных характеристик 𝑊𝑀𝑖

𝑄 (𝑢, 𝑖𝜔) [34,100]: 

〈𝜎𝑖〉 = 𝑊𝑀𝑖
𝑄 (0) ∙

�̅�𝑀𝑖

𝑄 (𝜔)

𝑊𝑖
;   𝑖 = 1,3;                                       (3.4) 

𝜎𝜎𝑖
2 =

1

𝑛
∑(∫ 𝑆𝜎𝑖𝑗𝑗(𝜔)𝑑𝜔

∞

0

) ,

𝑛

𝑗=1

                                           (3.5) 

где:  

𝑆𝜎𝑖(𝜔) =
�̅�𝑀𝑖

𝑄 (𝜔)

𝑊𝑖
∙ 𝑆𝑄(𝜔) ∙

𝑊𝑀𝑖

𝑄𝑇(𝜔)

𝑊𝑖
                                    (3.6) 

𝑊𝑀𝑖

𝑄 (𝜔) − частотная матрица изгибающих моментов, определяемая при 

помощи модели колебаний пути, как трехслойной балки [70]; 

�̅�𝑀𝑖

𝑄 (𝜔) − матрица, комплексно сопряженная к матрице 𝑊𝑀𝑖

𝑄 (𝜔); 

𝑊𝑀𝑖

𝑄𝑇(𝜔) − матрица, транспонированная к матрице 𝑊𝑀𝑖

𝑄 (𝜔); 

𝑊𝑖 − момент сопротивления в заданной точке i-го слоя, м3; 
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𝑆𝑄(𝜔) − матрица взаимных спектральных плотностей вертикальных 

динамических сил, действующих на путь; 

𝜔 − круговая частота. 

На Рисунках 3.22–3.25 представлены графики зависимости средних 

значений и среднеквадратических отклонений напряжений во втором слое 

безбалластной конструкции от скорости движения и нагрузки на ось. 

 
Рисунок 3.22 – График зависимости среднего значения напряжений во 2-м слое 

конструкции 〈𝜎2〉 от скорости движения 

 

 
Рисунок 3.23 – График зависимости среднего значения напряжений во 2-м слое 

конструкции 〈𝜎2〉 от нагрузки на ось 
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Рисунок 3.24 – График зависимости среднеквадратического отклонения 

напряжения во 2-м слое конструкции 𝜎𝜎2 от скорости движения 

 

 
Рисунок 3.25 – График зависимости среднеквадратического отклонения 

напряжения во 2-м слое конструкции 𝜎𝜎2 от нагрузки на ось 
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σ𝑚𝑎𝑥 < σз,                                                         (3.7) 

где σ𝑚𝑎𝑥 − максимальные напряжения, возникающие в слое БКП; 

σз − допустимое значение напряжения в слое БКП. 

Превышение значения напряжения на нижней стороне слоя допустимого, 

ведет к росту количества трещин, их длины и раскрытия, что, в свою очередь, 

приводит к ускоренному износу и деградации конструкции. «Согласно опытным 

данным строительства дорог и аэродромов в качестве максимально допустимых 

напряжений возможно принять для ГСНС – 0,8 Н/мм2, а для бетонной несущей 

плиты сплошного армирования – 1,8 Н/мм2» [73].  

В свою очередь,  σ𝑚𝑎𝑥 может быть рассчитано по формуле:  

σ𝑚𝑎𝑥 = 〈𝜎𝑖〉 + 𝑧 ∗ 𝜎𝜎𝑖 ,  

где 〈𝜎𝑖〉 − среднее значение напряжения в 𝑖 −м слое безбалластной 

конструкции пути; 

𝜎𝜎𝑖 − среднеквадратическое отклонение напряжения в 𝑖 −м слое 

безбалластной конструкции пути; 

𝑧 − коэффициент, отвечающей за вероятность выхода значения напряжения 

за критическую границу, принимаем 𝑧 = 3, что соответствует вероятности 0,3%. 

Результаты исследований [73] показали, что изменение толщины 3-го слоя 

безбалластной конструкции не оказывает значительного влияния на уменьшение 

усилий на его нижней стороне, однако уменьшает напряжения на нижней стороне 

бетонной несущей плиты. В настоящей работе были проведены расчеты 

зависимости средних значений и среднеквадратических отклонений прогибов и 

напряжений во втором слое БКП в зависимости от толщины ГСНС с 

использованием модели колебаний пути, как трехслойной балки. Их результаты 

представлены на рисунках 3.26-3.29. График зависимости максимального 

значения напряжения σ𝑚𝑎𝑥 во втором слое БКП от толщины 3-го слоя 

представлен на рисунке 3.30. 
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Рисунок 3.26 – График зависимости среднего значения прогиба 2-го слоя 

конструкции 〈𝑧2〉 от толщины 3-го слоя 

 
Рисунок 3.27 – График зависимости среднеквадратического отклонения прогиба 

2-го слоя конструкции 𝜎𝑧2 от толщины 3-го слоя 
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Рисунок 3.28 – График зависимости среднего значения напряжений во 2-м слое 

конструкции 〈𝜎2〉 от толщины 3-го слоя 

 
Рисунок 3.29 – График зависимости среднеквадратического отклонения 

напряжения во 2-м слое конструкции 𝜎𝜎2 от толщины 3-го слоя 
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Рисунок 3.30 – График зависимости максимального напряжения во 2-м слое 

конструкции 𝜎𝜎2 от толщины 3-го слоя 

 

Таким образом, целесообразно рекомендовать толщину 3-го слоя БКП более 

0,3м в ГОСТ Р «Безбалластный путь высокоскоростных железнодорожных 

линий» (приложение В). Результаты данных расчетов и аналогичных расчетов 

максимальных напряжений, возникающих в слоях безбалластной конструкции 

пути могут быть использованы в качестве обоснования нормативных значений 

толщины слоев безбалластной конструкции пути. 

3.5. Результаты расчетов, выполненных при помощи модели расчета на 

прочность безбалластного пути, предложенной Й. Айзенманом, Г. Лейкауфом 

Для расчета прогибов и напряжений в слоях безбалластной конструкции 

пути может быть использован метод, предложенный в работе Й. Айзенмана и Г. 

Лейкауфа [118] и описанный в разделе 1.3. В качестве примера приведем расчет 

прогиба рельса. 

15

15,5

16

16,5

17

17,5

18

18,5

19

0,2 0,4 0,6 0,8 1

Максимальная 

величина 

напряжения во 2м 

слое на уровне 3, 

кг/см2

Толщина, м



87 
 

 

 

Согласно модели, прогиб рельса 𝑦 находится по формуле: 

𝑦 =
𝑎

2𝑐𝐿
∑(𝑄𝑖 ∙ 𝜂𝑖),                                              (3.8) 

где 𝐿 = [
4𝐸𝐼𝑎

𝑐
]
0,25

, ηi =
sinξi+cosξi

eξi
, 𝜉𝑖 =

𝑥𝑖

𝐿
. 

В качестве исходных данных для расчета были использованы следующие 

значения (таблица 3.5): 

Таблица 3.5 – Исходные данные для расчета прогиба рельса 

Параметр Обозначение Значение 

Модуль упругости рельса, Н/мм2 𝐸 2.1 ∙ 105 

Момент инерции рельса, мм4 𝐼 3.55 ∙ 107 

Расстояние между опорными точками, мм 𝑎 650 

Сила, действующая на колесо, Н 𝑄 9 ∙ 105 

Для нахождения жесткости скрепления 𝑐 воспользуемся следующим 

соотношением [139]: 

𝑐 =
𝑐пр∙ 𝑐эп(𝑇)

𝑐пр+ 𝑐эп(𝑇)
,      (3.9) 

где 𝑐пр – жесткость подрельсовой прокладки; 

𝑐эп – жесткость эластичной прокладки. 

В мировой практике строительства линий высокоскоростного движения на 

безбалластном полотне наиболее широкое применение получили рельсовые 

скрепления с эластичной прокладкой жёсткостью 𝑐эп = 2,25 ∙ 10
4 Н/мм [139].  

Жесткость подрельсовой прокладки принимаем равной 𝑐пр = 5 ∙ 10
5Н/мм. 

Согласно результатам расчетов [139] значение статической жёсткости узла 

скрепления при температуре 𝑇 =+23°С  составляет 2,152 ∙ 104 Н/мм . 

Подставляя данные значения в формулу (3.8) найдем значения прогиба 

рельса 𝑦 = 1.5 мм. 

На рисунках 3.31 – 3.33 представлена зависимость прогиба рельса от 

жесткости узла скрепления для безбалластной конструкции пути при различных 

значениях расстояния между опорными точками (650 мм, 592 мм, 543 мм) при 

скорости движения 300 км/ч и нагрузке на ось 18 т. 
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Рисунок 3.31 – График зависимости прогиба рельса 𝑦 от жесткости узла 

скрепления при расстоянии между опорными точками 650 мм 

 

 

Рисунок 3.32 – График зависимости прогиба рельса 𝑦 от жесткости узла 

скрепления при расстоянии между опорными точками 592 мм 
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Рисунок 3.33 – График зависимости прогиба рельса 𝑦 от жесткости узла 

скрепления при расстоянии между опорными точками 543 мм 

 

Исходя из рекомендуемого диапазона значений величины прогибов рельса, 

могут быть получены допустимые значения для жесткости скреплений. Так, для 

обеспечения плавного хода колесной пары рекомендуемая величина прогиба 

рельса должна составлять не менее 1,2 мм [140]. С другой стороны, исходя из 

прочностных характеристик упругих клемм и их предела усталости, верхний 

порог прогиба рельса предлагается ограничить значением 2 мм. Таким образом, 

целесообразно рекомендовать величину жесткости в диапазоне 16-27 МН/м. 

Результаты данных расчетов были использованы при формировании предложений 

по внесению дополнений в ГОСТ 32698-2014 «Скрепление рельсовое 

промежуточное железнодорожного пути. Требования безопасности и методы 

контроля» в части раздела об упругих характеристиках узла скрепления для 

безбалластных конструкций пути (приложение Г), а также при разработке нового 

типа рельсового скрепления (заявки на патент № 2022112623, 2022112624, 

2022112625, 2022112626, 2022112627 от 11.05.2022) (приложение Д). 
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3.6. Сравнение результатов расчетов и натурных испытаний 

Используя полученные оценки значений констант 𝑈𝑖 , 𝑓𝑖  и представленные на 

рисунках (3.3)–(3.14) частотные характеристики по формулам (3.1), (3.4) найдем 

средние значения прогибов и напряжений в слоях конструкции. В таблице 3.6 

приводятся результаты расчета и измерений на Экспериментальном кольце 

прогибов слоев безбалластного пути как многослойной балки и напряжений в 

слоях для скорости 80 км/ч и нагрузки на ось 23,5 т.  

Из таблицы 3.6 видно, что расчетные и экспериментальные данные хорошо 

корреспондируются между собой. Проверив адекватность математической модели 

на безбалластном пути, испытанном на Экспериментальном кольце, можно 

прогнозировать значения прогибов и напряжений при различных скоростях 

движения и нагрузках на ось. Результаты расчета прогибов и напряжений в слоях 

безбалластного пути для перспективных условий ВСМ при скорости движения 

300 км/ч и нагрузке на ось 18 т приведены в таблице 3.7. Аналогичные результаты 

для тяжеловесного движения при скорости движения 60 км/ч и нагрузке на ось 

27 т приведены в таблице 3.8. 

Таблица 3.6 – Сравнение расчетных и экспериментальных данных по прогибам и 

напряжениям в слоях безбалластной конструкции при скорости движения 80 км/ч 

и нагрузке на ось 23,5 т 

 Номер слоя 1 слой – рельс 2 слой – бетон 3 слой – тощий бетон 

Значение 

прогибов, мм 

Измеренное 3,1 1,5 0,7 

Расчетное 3,1 1,2 0,6 

Значение 

напряжений, 

кгс/см2 

Измеренное 920 12,8 3,1 

Расчетное 820 10,7 2,7 

Критическое 2000 18 8 

 

Таблица 3.7 – Расчетные значения прогибов и напряжений в слоях безбалластной 

конструкции при скорости движения 300 км/ч и нагрузке на ось 18 т 

Номер слоя 1 слой – рельс 2 слой – бетон 3 слой – тощий бетон 

Расчетное значение прогиба под 

нагрузкой, мм 
1,8 0,9 0,4 

Расчетное значение напряжения 

под нагрузкой, кгс/см2 
640 8,4 2,4 
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Таблица 3.8 – Расчетные значения прогибов и напряжений в слоях безбалластной 

конструкции при скорости движения 60 км/ч и нагрузке на ось 27 т 

Номер слоя 1 слой – рельс 2 слой – бетон 3 слой – тощий бетон 

Расчетное значение прогиба под 

нагрузкой, мм 
3,5 1,35 0,7 

Расчетное значение напряжения 

под нагрузкой, кгс/см2 
960 12,7 3,3 

Выводы к главе 3 

1) Приведены оценки средних значений и среднеквадратических 

отклонений прогибов и напряжений, возникающих в несущей бетонной плите 

безбалластной конструкции. При скорости движения 80 км/ч и нагрузке на ось 

23,5 т. расчетные значения прогибов в слоях БКП составляют 3.1 мм, 1.2 мм и 0.6 

мм соответственно, расчетные значения напряжений – 820 кгс/см2, 10.7 кгс/см2, 

2.7кгс/см2. Разница с результатами натурных экспериментов не превышает 20%. 

2) Представленный метод может быть использован для нахождения средних 

значений и среднеквадратических отклонений процессов, определяющих 

напряженно-деформированного состояния всех слоев конструкции. 

3) Результаты расчетов верифицированы путем их сравнения с результатами 

измерений напряжений и вертикальных прогибов слоев безбалластного пути, 

полученными в ходе натурных испытаний конструкции. Сходимость значений 

напряжений и прогибов с экспериментальными данными для различных 

конструкций безбалластного пути на Экспериментальном кольце подтверждает 

адекватность предложенной математической модели. Так, расхождение  расчетов 

и натурных данных для различных слоев безбалластной конструкции пути не 

превышает 20%, расхождения в результатах расчетов прогиба рельса  с моделью, 

предложенной Й. Айзенманом, Г. Лейкауфом – порядка 10%. 

4) Расчетные значения напряжений и прогибов несущей бетонной плиты, 

подтвержденные натурными испытаниями на Экспериментальном кольце, 

оказались на 30% меньше допустимых значений, что свидетельствует о 
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возможности применения безбалластного пути, в том числе в сфере грузового и 

высокоскоростного движения.  
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4. РАСЧЕТ СРОКА СЛУЖБЫ БЕЗБАЛЛАСТНОЙ КОНСТРУКЦИИ ПУТИ 

В настоящее время безбалластные конструкции пути широко используются 

в мировой практике [99,141–143], при этом возникает вопрос целесообразности их 

применения в условиях российских железных дорог. Стоимость строительства 

безбалластного пути существенно превышает аналогичный показатель для пути 

на балласте, однако расходы на текущее содержание, напротив, значительно 

ниже. В связи с этим крайне актуальным становится вопрос долговечности 

безбалластных конструкций – успеет ли БКП окупиться в течение своего срока 

службы [99]. При этом, натурные испытания безбалластных конструкций в 

требуемых условиях эксплуатации весьма затруднительны по причине высокой 

стоимости их строительства [99,100]. Существует метод, позволяющий решить 

данную проблему при помощи математического моделирования [42,73]. С его 

помощью можно оценить срок службы безбалластной конструкции пути на линии 

с учетом характерных условий эксплуатации по результатам натурных 

экспериментов, проведенных на опытном полигоне [42,73]. Основные этапы 

данного метода представлены на рисунке 4.1. 

На первом этапе определяются параметры слоев безбалластной 

конструкции пути (распределенная приведенная масса слоя, модуль упругости, 

момент инерции, приведенный модуль упругости основания слоя при 

вертикальном изгибе, распределенное приведенное демпфирование), после чего 

проводится расчет частотных характеристик прогибов и напряжений в слоях 

конструкции пути с применением модели колебаний пути, как трехслойной балки 

[34,42], выбор которой обусловлен необходимостью проведения расчета для 2-го 

слоя БКП, в котором происходят основные разрушения конструкции [99,100]. При 

помощи программы «Взаимодействие экипажа и пути» (ВЭИП) [43] 

рассчитывается матрица взаимных спектральных плотностей вертикальных 

динамических сил, действующих на путь 𝑆𝑄, используемая для расчета средних 

значений и дисперсий прогибов и напряжений в слоях БКП, при помощи которых 
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дается оценка срока ее службы. Однако, применение программы ВЭИП при 

проведении данных расчетов является недостаточно строгим, поскольку в ее 

алгоритме заложена модель колебаний пути, как однослойной балки [43,133,134]. 

Вместо этого, для нахождения точного значения матрицы 𝑆𝑄, предлагается 

дополнить данный метод тремя этапами: нахождение матрицы спектральных 

плотностей неровностей пути, нахождение частотной матрицы прогибов для 

модели трехслойной балки и нахождение частотной матрицы зависимости 

перемещений масс от вертикальных сил, действующих на путь. Способ их 

расчета, а также определения с их помощью матрицы 𝑆𝑄 описаны в главе 2.  

 

Рисунок 4.1 – Метод расчета срока службы БКП с использованием однослойной и 

трехслойной моделей 

 

Исследования сфер применения безбалластного пути показали, что 

наибольший экономический эффект достигается при его использовании на 

эстакадах при грузовом движении, однако условный дисконтированный доход в 

конце срока службы БКП превышает аналогичный показатель для традиционного 

пути на балласте также при совмещенном и скоростном движении, как для БКП 

на эстакадах и в тоннелях, так и для БКП на земляном полотне [73, 99]. Это 
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делает актуальным применение безбалластных конструкций пути в следующих 

условиях: 

– высокие осевые нагрузки; 

– высокие скорости движения; 

– тяжеловесное движение; 

– высокая провозная способность; 

– затруднительность обслуживания железнодорожного пути. 

В связи с этим, целесообразно проведение расчетов для данных условий, а 

также оценка расхождения в результатах расчетов, полученных при помощи 

однослойной и трехслойной моделей.  

В настоящей главе приводятся результаты расчетов показателей 

повреждаемости и срока службы БКП с использованием однослойной и 

трехслойной моделей, их сравнение, а также графики зависимости срока службы 

безбалластной конструкции в различных условиях эксплуатации. 

4.1. Метод расчета срока службы безбалластного пути 

В основе метода расчета срока службы безбалластной конструкции пути на 

действующей линии по результатам испытаний на опытном полигоне лежит 

следующая формула [42,73]: 

𝑇1 = 𝑇0 ∙
𝐷0

𝐷1
⋅
〈𝑃1〉

〈𝑃0〉
∙ 𝐾𝑡 ,                                                    (4.1)  

где 𝑇1 − расчетный тоннаж брутто, пропущенный на действующей линии до 

исчерпания ресурса; 

𝑇0 − тоннаж брутто, пропущенный по опытному участку до исчерпания 

ресурса, определяется по результатам натурных испытаний; 

〈𝑃1〉 − средняя осевая нагрузка на действующей линии; 

〈𝑃0〉 − средняя осевая нагрузка на опытном участке; 
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𝐾𝑡 − коэффициент влияния климата, характеризующий увеличение 

интенсивности расстройства пути в период оттаивания весной и замерзания 

осенью; 

𝐷1 − показатель повреждаемости на действующей линии, рассчитывается с 

учетом планируемых условий эксплуатации; 

𝐷0 − показатель повреждаемости на опытном участке, рассчитывается по 

результатам натурных экспериментов. 

При этом, «долговечность безбалластной конструкции пути определяется 

интенсивностью повреждаемости второго слоя, зависящей от среднего квадрата 

напряжений растяжения в подрельсовой зоне нижней грани этого слоя при 

прохождении осей подвижного состава» [42]. В результате, 𝐷0,𝐷1 рассчитываются 

следующим образом:  

𝐷 = (〈𝜎2〉
2 + 𝜎𝜎2

2 )
𝑘/2
,                                                   (4.2)  

где 〈𝜎2〉 – среднее значение напряжений во втором слое; 

𝜎𝜎2– среднеквадратическое отклонение напряжений во втором слое; 

k – эмпирический коэффициент, k=6 [42]. 

4.2. Модель колебаний рельса, как однослойной балки, лежащей на упругом 

основании 

Отличие в результатах расчетов матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил, действующих на путь, между 

однослойной и трехслойной моделями, заключается в различном подходе к 

определению частотой матрицы прогибов первого слоя конструкции пути 

𝑊𝑧1(𝑖𝜔). Способ расчета частотной матрицы 𝑊𝑧1(𝑖𝜔) для трехслойной модели 

приводится в главе 2, в данном разделе представлены расчеты для случая 

однослойной модели.  

«Колебания рельса как однослойной балки бесконечной длины, лежащей на 
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модифицированном упругом основании Винклера, под действием неподвижной, 

изменяющейся во времени силы описываются следующим дифференциальным 

уравнением в частных производных» [3]: 

𝐸𝐼𝑦
0
𝜕4𝑧𝑝

0

𝜕𝑥4
+𝑁0

𝜕2𝑧𝑝
0

𝜕𝑥2
+𝑚𝑧

0
𝜕2𝑧𝑝

0

𝜕𝑡2
+ 𝑓𝑧

0
𝜕𝑧𝑝

0

𝜕𝑡
+ 𝑈𝑧

0𝑧𝑝
0 = 0,                    (4.3) 

где 𝐸 − модуль упругости рельсовой стали; 

𝐼𝑦
0 − момент инерции рельса относительно главной поперечной 

горизонтальной оси 𝑦; 

𝑧𝑝
0 − вертикальный прогиб рельса; 

𝑥 − абсцисса текущего сечения рельса, отсчитываемая от начала 

неподвижной системы координат; 

𝑡 − время;  

𝑁0 − продольная сила в рельсе; 

𝑚𝑧
0 − распределенная по длине приведенная масса рельса и основания при 

вертикальных колебаниях пути; 

𝑓𝑧
0 − распределенное по длине демпфирование пути при вертикальных 

колебаниях;  

𝑈𝑧
0 − модуль упругости подрельсового основания в вертикальной 

плоскости. 

«Уравнение справедливо везде, кроме точки приложения силы 𝑄(𝑡),  где 

терпит разрыв третья производная от вертикального прогиба рельса по 

координате 𝑥» [3].  

Делая замену 𝑢 = 𝑥 − 𝑣𝑡, где 𝑢 − абсцисса текущего сечения рельса, 

отсчитываемая от подвижного начала координат, совмещенного с движущейся 

силой, получаем [35,36]:  

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑢
=
𝜕𝑧𝑝

0

𝜕𝑥
,                                                           (4.4) 

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑡
= [

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑡
] +

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= [

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑡
] − 𝑣

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑢
 ,                          (4.5) 
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𝜕2𝑧𝑝
0

𝜕𝑡2
= [

𝜕2𝑧𝑝
0

𝜕𝑡2
] − 2𝑣

𝜕 [
𝜕𝑧𝑝

0

𝜕𝑡
]

𝜕𝑢
+ 𝑣2

𝜕2𝑧𝑝
0

𝜕𝑢2
 ,                          (4.6) 

где [
𝜕𝑧𝑝

0

𝜕𝑡
] −абсолютная частная производная по времени; 

𝑧𝑝
0 = 𝑧𝑝

0(𝑢, 𝑡). 

Тогда уравнение (4.3) принимает вид:  

𝐸𝐼𝑦
0
𝜕4𝑧𝑝

0

𝜕𝑢4
+ 𝑁0

𝜕2𝑧𝑝
0

𝜕𝑢2
+𝑚𝑧

0

(

 
 
[
𝜕2𝑧𝑝

0

𝜕𝑡2
] − 2𝑣

𝜕 [
𝜕𝑧𝑝

0

𝜕𝑡
]

𝜕𝑢
+ 𝑣2

𝜕2𝑧𝑝
0

𝜕𝑢2

)

 
 
+ 

+𝑓𝑧
0 ([

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑡
] − 𝑣

𝜕𝑧𝑝
0

𝜕𝑢
) + 𝑈𝑧

0𝑧𝑝
0 = 0                            (4.7) 

Решение уравнения (4.7) будем искать в виде [35]:  

𝑧𝑝
0 = 𝜓(𝑢, 𝑖𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                                             (4.8) 

где 𝜔 − частота колебаний. 

Подставив выражение (4.8) в уравнение (4.7), после сокращения всех членов 

на величину 𝐸𝐼𝑦
0𝑒𝑖𝜔𝑡 получим следующее обыкновенное дифференциальное 

уравнение с комплексными коэффициентами, определяющее функцию 𝜓(𝑢, 𝑖𝜔): 

𝜓𝐼𝑉 +
𝑁0+𝑚𝑧

0𝜔2

𝐸𝐼𝑦
0 𝜓′′ − (

𝑓𝑧
0𝑣

𝐸𝐼𝑦
0 +

2𝑚𝑧
0𝑣𝜔

𝐸𝐼𝑦
0 𝑖)𝜓′ + (

𝑈𝑧
0−𝑚𝑧

0𝜔2

𝐸𝐼𝑦
0 +

𝑓𝑧
0𝜔

𝐸𝐼𝑦
0 𝑖)𝜓 = 0   (4.9) 

Его характеристическое уравнение имеет вид: 

𝑟4 +
𝑁0+𝑚𝑧

0𝜔2

𝐸𝐼𝑦
0 𝑟2 − (

𝑓𝑧
0𝑣

𝐸𝐼𝑦
0 +

2𝑚𝑧
0𝑣𝜔

𝐸𝐼𝑦
0 𝑖) 𝑟 +

𝑈𝑧
0−𝑚𝑧

0𝜔2

𝐸𝐼𝑦
0 +

𝑓𝑧
0𝜔

𝐸𝐼𝑦
0 𝑖 = 0.          (4.10) 

Таким образом, по основной теореме алгебры [144] уравнение (4.10) имеет 

четыре комплексных корня: 

𝑟𝑗 = 𝛼𝑗 + 𝑖𝛽𝑗 , 𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅  .                                            (4.11) 

Тогда решение уравнения (4.10) представляется в виде: 

𝜓(𝑢, 𝑖𝜔) = ∑ 𝐶𝑗
4
𝑗=1 𝑒𝑟𝑗𝑢 ,                                            (4.12) 

где 𝐶𝑗 − постоянные величины.  

Подставив найденное решение в соотношение (4.9), получим следующее 
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выражение для функции 𝑧𝑝
0(𝑢, 𝑡)при частоте 𝜔: 

𝑧𝑝
0(𝑢, 𝑡) = ∑ 𝐶𝑗

4
𝑗=1 𝑒𝑟𝑗𝑢+𝑖𝜔𝑡 .                                          (4.13) 

Решения уравнения (4.7) для положительных и отрицательных значений 

примут вид: 

𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡) = ∑ 𝐶𝑗+

4
𝑗=1 𝑒𝑟𝑗𝑢+𝑖𝜔𝑡 ,                                     (4.14) 

𝑧𝑝−
0 (𝑢, 𝑡) = ∑ 𝐶𝑗−

4
𝑗=1 𝑒𝑟𝑗𝑢+𝑖𝜔𝑡 .                                     (4.15) 

Применив критерий Гурвица для уравнения (4.10), можно показать, что два 

корня этого уравнения имеют отрицательную вещественную часть, а два других – 

положительную [26].  

Пусть для определенности:  

Re𝑟1 ≤ 0, Re𝑟3 ≤ 0, Re𝑟2 ≥ 0, Re𝑟4 ≥ 0.                            (4.16) 

С учетом граничных условий на бесконечности: 

𝑧𝑝
0(𝑢, 𝑡)|

𝑢→+∞
= 𝑧𝑝

0(𝑢, 𝑡)|
𝑢→−∞

= 0,                               (4.17) 

решения уравнений (4.14) и (4.15) примут вид: 

𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡) = (𝐶1+𝑒

𝑟1𝑢 + 𝐶3+𝑒
𝑟3𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                              (4.18) 

𝑧𝑝−
0 (𝑢, 𝑡) = (𝐶2−𝑒

𝑟2𝑢 + 𝐶4−𝑒
𝑟4𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                              (4.19) 

или, делая замену 𝐶1+ = 𝐶1, 𝐶2− = 𝐶2, 𝐶3+ = 𝐶3, 𝐶4− = 𝐶4 получаем: 

𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡) = (𝐶1𝑒

𝑟1𝑢 + 𝐶3𝑒
𝑟3𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                              (4.20) 

𝑧𝑝−
0 (𝑢, 𝑡) = (𝐶2𝑒

𝑟2𝑢 + 𝐶4𝑒
𝑟4𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 .                               (4.21) 

Таким образом, в выражениях (4.20) и (4.21) через 𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡) обозначено 

решение, удовлетворяющее условиям задачи при 𝑢 ≥ 0, а через 𝑧𝑝−
0 (𝑢, 𝑡) − 

решение, удовлетворяющее им при 𝑢 ≤ 0. Величины 𝐶𝑗  (𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅ ) определяются 

граничными условиями задачи при 𝑢 = 0. 

Так как в сечении под движущейся силой прогиб рельса, угол поворота 

сечения и изгибающий момент являются непрерывными функциями абсциссы 𝑢 

при любых значениях времени 𝑡, а поперечная сила претерпевает разрыв со 

скачком, равным внешней силе 𝑄(𝑡), граничные условия для определения 

коэффициентов 𝐶𝑗 будут следующими:  
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𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡)|

𝑢=0
= 𝑧𝑝−

0 (𝑢, 𝑡)|
𝑢=0

 ,                                      (4.22) 

𝜕𝑧𝑝+
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢
|
𝑢=0

=
𝜕𝑧𝑝−

0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢
|
𝑢=0

 ,                                      (4.23) 

𝜕2𝑧𝑝+
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢2
|
𝑢=0

=
𝜕2𝑧𝑝−

0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢2
|
𝑢=0

 ,                                      (4.24) 

𝜕3𝑧𝑝+
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢3
|
𝑢=0

−
𝜕3𝑧𝑝−

0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢3
|
𝑢=0

=
𝑄(𝑡)

𝐸𝐼𝑦
0  .                          (4.25) 

Найдем первую, вторую и третью частные производные по переменной 𝑢 от 

выражений для прогибов 𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡) и 𝑧𝑝−

0 (𝑢, 𝑡): 

𝜕𝑧𝑝+
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢
= (𝑟1𝐶1𝑒

𝑟1𝑢 + 𝑟3𝐶3𝑒
𝑟3𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                                (4.26) 

𝜕𝑧𝑝−
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢
= (𝑟2𝐶2𝑒

𝑟2𝑢 + 𝑟4𝐶4𝑒
𝑟4𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                                (4.27) 

𝜕2𝑧𝑝+
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢2
= (𝑟1

2𝐶1𝑒
𝑟1𝑢 + 𝑟3

2𝐶3𝑒
𝑟3𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                             (4.28) 

𝜕2𝑧𝑝−
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢2
= (𝑟2

2𝐶2𝑒
𝑟2𝑢 + 𝑟4

2𝐶4𝑒
𝑟4𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                             (4.29) 

𝜕3𝑧𝑝+
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢3
= (𝑟1

3𝐶1𝑒
𝑟1𝑢 + 𝑟3

3𝐶3𝑒
𝑟3𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                             (4.30) 

𝜕3𝑧𝑝−
0 (𝑢,𝑡)

𝜕𝑢3
= (𝑟2

3𝐶2𝑒
𝑟2𝑢 + 𝑟4

3𝐶4𝑒
𝑟4𝑢)𝑒𝑖𝜔𝑡 .                             (4.31) 

Подставляя полученные выражения функций 𝑧𝑝+
0 (𝑢, 𝑡), 𝑧𝑝−

0 (𝑢, 𝑡) и их 

частных производных по 𝑢 в равенства (4.22) – (4.25) и с учетом того, что: 

𝑄(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                                                        (4.32) 

получаем следующую систему уравнений: 

{
 
 

 
 
𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4 = 0;                     
𝑟1𝐶1 − 𝑟2𝐶2 + 𝑟3𝐶3 − 𝑟4𝐶4 = 0;       

𝑟1
2𝐶1 − 𝑟2

2𝐶2 + 𝑟3
2𝐶3 − 𝑟4

2𝐶4 = 0;    

𝑟1
3𝐶1 − 𝑟2

3𝐶2 + 𝑟3
3𝐶3 − 𝑟4

3𝐶4 =
1

𝐸𝐼𝑦
0 .

                             (4.33) 

Данные уравнения могут быть записаны в матричной форме 𝐻𝐶 = 𝐹, где: 

𝐻 =

(

 

1 −1
𝑟1 −𝑟2

1 −1
𝑟3 −𝑟4

𝑟1
2 −𝑟2

2

𝑟1
3 −𝑟2

3

𝑟3
2 −𝑟4

2

𝑟3
3 −𝑟4

3)

  .                                        (4.34) 
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Таким образом, вектора 𝐶 и 𝐹 имеют вид:  

𝐶 = (

𝐶1
𝐶2
𝐶3
𝐶4

) , 𝐹 =

(

 
 

0
0
0
1

𝐸𝐼𝑦
0
)

 
 

 

Тогда: 

𝐶 = 𝐻−1𝐹,                                                            (4.35) 

где 𝐻−1 − матрица, обратная матрице 𝐻. 

Рассмотрим динамическую систему, на вход которой подается 

воздействие 𝑄(𝑡), а на выходе выдается функция 𝑧𝑝
0(𝑢, 𝑡). 

При воздействии 𝑄(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑡 функция на выходе в линейной системе 

должна определяться выражением [137]: 

𝑧𝑝
0(𝑢, 𝑡) = 𝑊𝑧

𝑄(𝑢, 𝑖𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡 ,                                    (4.36) 

где 𝑊𝑧
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) − параметрическая частотная характеристика системы. 

Воспользовавшись формулами (4.20), (4.21) и (4.31) находим частотную 

характеристику рассматриваемой системы 𝑊𝑧
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) в виде: 

𝑊𝑧
𝑄(𝑢, 𝑖𝜔) = {

𝐶1𝑒
𝑟1𝑢 + 𝐶3𝑒

𝑟3𝑢        при 𝑢 ≥ 0;
𝐶2𝑒

𝑟2𝑢 + 𝐶4𝑒
𝑟4𝑢        при 𝑢 ≤ 0.

                            (4.37) 

4.3. Расчет срока службы безбалластной конструкции 

4.3.1. Расчет срока службы безбалластной конструкции с применением 

модели колебаний пути, как однослойной балки 

Расчеты проведены с использованием программы «Взаимодействие экипажа 

и пути» для безбалластной конструкции пути с параметрами, приведенными в 

таблице 3.2, для различных скоростей движения и нагрузок на ось при 
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грузонапряженности 20 млн т. брутто/км в год, и пропущенном тоннаже на 

опытном полигоне 1200 млн т брутто. Коэффициент влияние климатического 

фактора принимался равным 1. Результаты расчетов представлены в таблицах 4.1, 

4.2. 

Таблица 4.1 – Результаты расчета срока службы безбалластной конструкции с 

помощью однослойной модели при различных скоростях движения, 

грузонапряженности 30 млн т брутто/км в год и нагрузке на ось 23,5 т 

Скорость 

движения 

Отношение показателей 

повреждаемости  𝐷1/𝐷0 

Пропущенный тоннаж на 

линии 
Срок службы на линии 

40 0,97 1241,48 41,38 

60 0,98 1225,96 40,87 

80 1,00 1200,00 40,00 

100 1,05 1146,11 38,20 

140 1,23 973,86 32,46 

200 1,82 659,82 21,99 

 

Таблица 4.2 – Результаты расчета срока службы безбалластной конструкции с 

помощью однослойной модели при различных нагрузках на ось, 

грузонапряженности 30 млн т брутто/км в год и скорости движения 80 км/ч 

Нагрузка на ось 
Отношение показателей 

повреждаемости 𝐷1/𝐷0 

Пропущенный тоннаж 

на линии 

Срок службы на 

линии 

18 0,34 2665,09 88,84 

20 0,53 1943,85 64,80 

23,5 1,00 1200,00 40,00 

25 1,28 998,31 33,28 

27 1,74 790,56 26,35 

30 2,65 577,54 19,25 
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4.3.2. Расчет срока службы безбалластной конструкции с применением 

модели колебаний пути, как трехслойной балки. Сравнение результатов 

расчетов на моделях 

Расчеты проведены для безбалластной конструкции пути с параметрами, 

приведенными в таблице 3.2, для различных скоростей движения и нагрузок на ось 

при грузонапряженности 20 млн т. брутто/км в год, и пропущенном тоннаже на 

опытном полигоне 1200 млн т брутто. Коэффициент влияние климатического 

фактора принимался равным 1. Результаты расчетов представлены в таблицах 4.3, 

4.4. 

Таблица 4.3 – Результаты расчета срока службы безбалластной конструкции с 

помощью трехслойной модели при различных скоростях движения, 

грузонапряженности 30 млн т брутто/км в год и нагрузке на ось 23,5 т 

Скорость 

движения 

Отношение показателей 

повреждаемости 𝐷1/𝐷0 

Пропущенный тоннаж 

на линии 
Срок службы на линии 

40 0,96 1253,64 41,79 

60 0,97 1238,64 41,29 

80 1,00 1200,00 40,00 

100 1,03 1165,73 38,86 

140 1,20 1004,17 33,47 

200 1,78 673,95 22,47 
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Таблица 4.4 – Результаты расчета срока службы безбалластной конструкции с 

помощью трехслойной модели при различных нагрузках на ось, 

грузонапряженности 30 млн т брутто/км в год и скорости движения 80 км/ч 

Нагрузка на ось 
Отношение показателей 

повреждаемости 𝐷1/𝐷0 

Пропущенный тоннаж 

на линии 

Срок службы на 

линии 

18 0,34 2686,83 89,56 

20 0,52 1962,36 65,41 

23,5 1,00 1200,00 40,00 

25 1,26 1011,42 33,71 

27 1,72 802,50 26,75 

30 2,61 587,85 19,60 

 

Сравнение зависимости отношения показателей повреждаемости на 

опытном полигоне и действующей линии 𝐷1/𝐷0, рассчитанного при помощи 

однослойной и трехслойной моделей от скорости движения и нагрузки на ось 

представлены на рисунках 4.2, 4.3. 

 

Рисунок 4.2 – Зависимость отношения показателей повреждаемости на опытном 

полигоне и действующей линии от скорости движения при нагрузке на ось 23,5 т 
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Рисунок 4.3 – Зависимость отношения показателей повреждаемости на опытном 

полигоне и действующей линии от нагрузки на ось при скорости движения 200 км/ч 

 

Сравнение результатов расчета срока службы безбалластной конструкции с 

применением однослойной и трехслойной моделей в различных условиях 

эксплуатации приведены в таблице 4.5. Параметры вагона, а также спектральные 

плотности неровностей пути 𝑆𝜉(𝜔), использованные для расчета, приводятся в 

[34]. 

Таблица 4.5 – Сравнение результатов расчета срока службы безбалластной 

конструкции с применением однослойной и трехслойной моделей в различных 

условиях эксплуатации 

Условия 

эксплуатации  

Скорость движения, км/ч 80 200 140 400 

Осевая нагрузка т/ось 23,5 18 27 23,5 

Грузонапряженность, млн т 

брутто/год 
30 30 30 5 

Срок службы 

БКП, лет  
Однослойная модель 40 45 20 15 

Трехслойная модель 40 46 22 20 

Разница в результатах расчета 0% 2% 10% 31% 

 

Таким образом, можно сделать вывод о росте расхождения в результатах 

расчетов с увеличением скоростей движения и нагрузок на ось между 

0,00

0,50

1,00

1,50

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

15 20 25 30

Отношение 

показателей 

поверждаемости

Нагрузка на ось, т

Трехслойная балка

Однослойная балка



106 
 

 

 

однослойной и трехслойной моделями. Данный фактор, наряду с невысокими 

трудозатратами на текущее содержание безбалластного пути и экономической 

целесообразности его использования для грузового, совмещенного, скоростного и 

высокоскоростного движения делает актуальным использование метода расчета 

срока службы БКП с использованием трехслойной модели. Его применение 

позволит избежать возникновения значительных погрешностей при проведении 

расчетов для условий эксплуатации, характерных для высокоскоростного и 

тяжеловесного движения, а также для возможных в перспективе условий 

скоростного движения поездов с повышенной нагрузкой на ось. 

Воспользовавшись результатами, полученными при помощи модели 

колебаний пути, как трехслойной балки, построим графики зависимостей 

расчетного значения срока службы безбалластной конструкций от скорости 

движения, осевой нагрузки и грузонапряженности (рисунок 4.4–4.6). 

 

Рисунок 4.4 – График зависимости срока службы безбалластной конструкции от 

скорости движения при осевой нагрузке 23,5 т/ось и грузонапряженности 20 млн т 

брутто/км в год 
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Рисунок 4.5 – График зависимости срока службы безбалластной конструкции от 

осевой нагрузки при скорости движения 80 км/ч и грузонапряженности 30 млн т 

брутто/км в год 

 

 
Рисунок 4.6 – График зависимости срока службы безбалластной конструкции от 

грузонапряженности при скорости движения 80 км/ч и осевой нагрузке 23,5 т/ось 
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4.4. Оценка экономического эффекта от расчета срока службы безбалластной 

конструкции пути 

«Выбор безбалластной конструкции всегда является сложной технико-

экономической задачей в связи с длительным сроком ее окупаемости. Стоимость 

строительства одного метра безбалластного пути в европейских странах 

колеблется от 500 до 1100 евро/метр» [73], например, затраты на строительство в 

2006 году безбалластных систем Rheda и Züblin составляли 950 евро/м и 800 

евро/м соответственно» [73, 145]. При этом, «повышенные затраты на 

строительство безбалластного пути компенсируется уменьшенными затратами на 

его текущее содержание примерно через 20 лет» [73]. При выборе безбалластной 

конструкции одним из важнейших параметров является «стоимость ее 

жизненного цикла, которая складывается из стоимости научно-исследовательских 

работ и разработки, стоимости производства и строительства, стоимости 

эксплуатации и техобслуживания, стоимости вывода конструкции из 

эксплуатации и утилизации» [73]. При этом каждый год эксплуатации 

безбалластной конструкции приносит существенный доход, поэтому при выборе 

БКП важно знать срок ее службы, а, следовательно, его предварительная оценка 

при помощи переноса результатов натурных испытаний на опытном полигоне на 

действующую линию, является крайне актуальной задачей.  

В настоящем разделе была проведена оценка эффекта от расчета срока 

службы безбалластной конструкции путем проведения испытаний на опытном 

полигоне. По результатам расчетов, проведенных на основе натурных испытаний 

на Экспериментальном кольце АО «ВНИИЖТ», прогнозный срок службы 

конструкции LVT на линии ВСМ при грузонапряженности 25 млн. т. брутто в год 

составит 52 года [73], срок службы конструкции Alstom в аналогичных условиях – 

48 лет. Таким образом, согласно данным оценкам, конструкция LVT прослужит 

на 4 года дольше, а, следовательно, с точки зрения продолжительности службы 

предпочтение следует отдать данной конструкции. Рассчитаем экономический 
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эффект от проведения испытаний и выбора оптимальной конструкции 

относительно срока службы для проекта высокоскоростной линии [146]. В 

качестве показателя экономической эффективности используется чистая 

приведенная стоимость 𝑁𝑃𝑉, рассчитываемая по формуле: 

𝑁𝑃𝑉 = −𝐼0 + ∑
𝐶𝑖

(1+𝑟)𝑖
𝑁
𝑖=1   ,                                          (4.38) 

где 𝐼0 − начальные инвестиции;  

𝐶𝑖 − денежный поток в i-м году; 

𝑟 −коэффициент дисконтирования. 

Чистая прибыль от эксплуатации линии составляет порядка 5 млрд. руб. в 

год (без дисконтирования) [146], стоимость проведения натурных испытаний 

безбалластного пути – порядка 10 млн. руб. В качестве коэффициента 

дисконтирования была принята ключевая ставка ЦБ РФ на начало 2014 г., равная 

5,5%. 

Подставляя в формулу (4.38) данные значения, получаем: 

𝑁𝑃𝑉 = −10000000 + ∑
5000000000

(1+0,055)𝑖
52
𝑖=49   .                          (4.39) 

𝑁𝑃𝑉 = 1,34 млрд руб. 

Также оценим внутреннюю норму доходности 𝐼𝑅𝑅, которая может быть 

найдена из соотношения: 

−𝐼0 + ∑
𝐶𝑖

(1+𝐼𝑅𝑅)𝑖
𝑁
𝑖=1 = 0 .                                           (4.40) 

Подставив в формулу (4.40) исходные данные и произведя необходимые 

вычисления, находим 𝐼𝑅𝑅 = 17,4%. 

Таким образом, эффект от проведения испытаний и оценки срока службы 

безбалластной конструкции составляет 1,34 млрд. руб., внутренняя норма 

доходности – 17,4%. 
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Выводы к главе 4 

1) Срок службы безбалластого пути, рассчитанный при помощи 

однослойной и трехслойной моделей в условиях грузового движения со 

скоростью 80 км/ч и нагрузкой на ось 23,5 т. составляет 40 лет, в условиях 

скоростного пассажирского движения со скоростью 200 км/ч и нагрузкой на ось 

18 т. – 45 и 46 лет соответственно. 

2) Разница в результатах расчета срока службы безбалластной конструкции 

пути для условий Экспериментального кольца АО «ВНИИЖТ» и перспективных 

условий ВСМ с применением модели однослойной балки и трехслойной балки не 

превышает 10%. 

3) При высоких скоростях движения и осевых нагрузках расхождение 

между результатами, полученными при помощи однослойной и трехслойной 

моделей, существенно увеличивается и может достигать значений более 20%-

30%, что делает целесообразным использование трехслойной модели для условий 

высокоскоростного и тяжеловесного движения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные результаты, выводы и практическая ценность работы 

заключается в следующем: 

1) Разработан метод нахождения матрицы взаимных спектральных 

плотностей вертикальных динамических сил через неровности пути в профиле в 

модели колебаний пути, как трехслойной балки, лежащей на упругом основании 

Винклера, позволяющий оценить статистические характеристики напряженного 

состояния и прогибов в элементах конструкции безбалластного пути. 

2) Разработанная математическая и компьютерная модель расчета срока 

службы безбалластных конструкций пути с использованием предложенного 

автором метода может быть использована при расчете жизненного цикла БКП для 

различных условий эксплуатации и обосновании целесообразности применения 

той или иной безбалластной конструкции либо пути на балласте. 

3) Разница в результатах расчета срока службы безбалластной 

конструкции пути для существующих условий ВСМ с применением модели 

однослойной балки и трехслойной балки составляет порядка 5-10%. 

4) С ростом скорости движения и нагрузки на ось расхождение между 

результатами расчетов, выполненных с использованием моделей однослойной и 

трехслойной балки, увеличивается, и, при достаточно больших значениях данных 

параметров (более 160 км/ч и 25 т/ось), может превышать 20%, что в перспективе 

делает целесообразным использование метода, предложенного в настоящей 

работе. 

5) Предложенная математическая модель и численные расчеты 

использованы для определения допустимых геометрических размеров бетонной 

несущей плиты при разработке первой редакции ГОСТ Р Безбалластный путь 

высокоскоростных железнодорожных линий. Требования безопасности и методы 

контроля, а также для формирования предложений по изменению ГОСТ 32698-
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2014 Скрепление рельсовое промежуточное железнодорожного пути. Требования 

безопасности и методы контроля. 

Разультаты расчетов использованы при разработке нового типа рельсового 

скрепления (заявки на патент № 2022112623, 2022112624, 2022112625, 

2022112626, 2022112627 от 11.05.2022). 

6) Задачи определения влияния значений случайных процессов 

изменения прогибов и напряжений с учетом вертикальных динамических сил, 

поставленные в работе, решены, цель работы по определению срока службы 

безбалластного пути достигнута.  

7) Перспективы дальнейшей разработки данной темы заключаются в 

проведении расчетов для различных типов экипажей, конструкций пути и условий 

эксплуатации, применении предложенной модели для статистических оценок 

случайных процессов, возникающих при расчете ударного взаимодействия в 

системе экипаж-рельсовый путь. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Графики частотных характеристик прогибов и изгибающих моментов в 

слоях безбалластной конструкции при различных скоростях движения 

экипажа 

 
Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.1 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀1(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч 
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.2 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀2(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.3 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀3(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч 

 



131 
 

 

 

 

Синий цвет соответствует первому слою, красный – второму, зеленый – третьему 

Рисунок А.4 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀𝑖(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч 

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.5 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧1(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.6 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧2(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.7 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧3(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч  
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Синий цвет соответствует первому слою, красный – второму, зеленый – третьему 

Рисунок А.8 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧𝑖(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 0 км/ч 

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.9 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀1(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.10 –. Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀2(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.11 –  Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀3(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  
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Синий цвет соответствует первому слою, красный – второму, зеленый – третьему 

Рисунок А.12. – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀𝑖(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.13 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧1(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.14 –. Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧2(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч 

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, зеленый – 𝑢 = ±185 см 

Рисунок А.15 –. Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧3(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  
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Синий цвет соответствует первому слою, красный – второму, зеленый – третьему 

Рисунок А.16 –. Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧𝑖(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 0 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.17 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀1(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.18 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀2(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  

 
 

 

Синий цвет соответствует первому слою, красный – второму, зеленый – третьему 

Рисунок А.19 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀𝑖(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.20 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧1(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 80 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.21 –. Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧3(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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Синий цвет соответствует первому слою, красный – второму, зеленый – третьему 

Рисунок А.22 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧𝑖(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 80 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.23 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀2(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.24 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀3(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.25 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧1(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.26 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧3(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 80 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см  

Рисунок А.27 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀1(𝑢, 𝜔) при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.28 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑀2(𝑢, 𝜔) 
при скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.29 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧1(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 300 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.30 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧2(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.31 – Графики фазово-частотных характеристик 𝑊𝑧3(𝑢, 𝜔) при скорости 

движения 𝑣 = 300 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.32 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀1(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.33 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀2(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.34 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑀3(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  

 

 

Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.35 – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧1(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  
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Синий цвет соответствует 𝑢 = 0, красный – 𝑢 = +185 см, зеленый – 𝑢 = −185 см 

Рисунок А.36. – Графики амплитудно-частотных характеристик |𝑊𝑧2(𝑢, 𝜔)| при 

скорости движения 𝑣 = 300 км/ч  
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б  

Листинг программы для проведения расчетов 

 

Подпрограмма « equation2» 

function [Wz1, Wz2, Wz3, Wm1, Wm2, 

Wm3]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,uu,w) 

a1=m1*v^2/(E1*I1); 

a2=-v*(f1+m1*w*1i)/(E1*I1); 

a3=(U1-m1*w^2+f1*w*1i)/(E1*I1); 

a4=f1*v/(E2*I2); 

a5=-(U1+f1*w*1i)/(E2*I2); 

b1=f1*v/(E1*I1); 

b2=-(U1+f1*w*1i)/(E1*I1); 

b3=m2*v^2/(E2*I2); 

b4=-v*(f1+f2+2*m2*w*1i)/(E2*I2); 

b5=(U1+U2-m2*w^2+w*(f1+f2)*1i)/(E2*I2); 

b6=f2*v/(E3*I3); 

b7=-(U2+f2*w*1i)/(E3*I3); 

c1=f2*v/(E2*I2); 

c2=-(U2+f2*w*1i)/(E2*I2); 

c3=m3*v^2/(E3*I3); 

c4=-v*(f2+f3+2*m3*w*1i)/(E3*I3); 

c5=(U2+U3-m3*w^2+w*(f2+f3)*1i)/(E3*I3); 

syms M(l) 

M(l)=[[l^4+a1*l^2+a2*l+a3,b1*l+b2,0]; 

   [a4*l+a5,l^4+b3*l^2+b4*l+b5,c1*l+c2]; 

   [0,b6*l+b7,l^4+c3*l^2+c4*l+c5]]; 

r10=a1+b3+c3; 

r9=a2+b4+c4; 

r8=a3+b5+c5+a1*b3+a1*c3+b3*c3; 

r7=a1*b4+b3*a2+a1*c4+c3*a2+b3*c4+c3*b4; 

r6=a1*b5+b3*a3+a1*c5+c3*a3+b3*c5+c3*b5+a2*b4+a2*c4+b4*c4-a4*b1-b6*c1+a1*b3*c3; 

r5=a2*b5-b1*a5-b6*c2-c1*b7-

a4*b2+a3*b4+a2*c5+a3*c4+b4*c5+b5*c4+a1*b3*c4+a1*c3*b4+b3*c3*a2; 

r4=a3*b5-a5*b2+a3*c5-b7*c2+b5*c5+a1*b4*c4+b3*a2*c4+c3*a2*b4-a1*b6*c1-

a4*b1*c3+a1*b3*c5+a1*c3*b5+b3*c3*a3; 

r3=a1*b4*c5+a1*b5*c4+b3*a2*c5+b3*a3*c4+c3*a2*b5+c3*a3*b4+a2*b4*c4-a1*b6*c2-

a1*c1*b7-a4*b1*c4-a4*c3*b2-b1*c3*a5-b6*c1*a2; 

r2=a1*b5*c5-a4*b2*c4-b1*a5*c4-b6*a2*c2-c1*a2*b7-c3*a5*b2-

a1*b7*c2+b3*a3*c5+c3*a3*b5+a2*b4*c5+a2*b5*c4+a3*b4*c4-a4*b1*c5-b6*c1*a3; 

r1=a2*b5*c5-b1*a5*c5-b6*a3*c2-c1*a3*b7-a2*b7*c2-a5*b2*c4-

a4*b2*c5+a3*b4*c5+a3*b5*c4; 

r0=a3*b5*c5-a5*b2*c5-a3*b7*c2; 

R=[1 0 r10 r9 r8 r7 r6 r5 r4 r3 r2 r1 r0]; 

S=roots(R); 

y=[[real(S(1)),imag(S(1))]; 

   [real(S(2)),imag(S(2))]; 

   [real(S(3)),imag(S(3))]; 
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   [real(S(4)),imag(S(4))]; 

   [real(S(5)),imag(S(5))]; 

   [real(S(6)),imag(S(6))]; 

   [real(S(7)),imag(S(7))]; 

   [real(S(8)),imag(S(8))]; 

   [real(S(9)),imag(S(9))]; 

   [real(S(10)),imag(S(10))]; 

   [real(S(11)),imag(S(11))]; 

   [real(S(12)),imag(S(12))]]; 

z=sortrows(y,1); 

l1=z(1,1)+1i*z(1,2); 

l3=z(2,1)+1i*z(2,2); 

l5=z(3,1)+1i*z(3,2); 

l7=z(4,1)+1i*z(4,2); 

l9=z(5,1)+1i*z(5,2); 

l11=z(6,1)+1i*z(6,2); 

l2=z(7,1)+1i*z(7,2); 

l4=z(8,1)+1i*z(8,2); 

l6=z(9,1)+1i*z(9,2); 

l8=z(10,1)+1i*z(10,2); 

l10=z(11,1)+1i*z(11,2); 

l12=z(12,1)+1i*z(12,2); 

Lm=[l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12]; 

L=[[1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1]; 

   [l1^1 -l2^1 l3^1 -l4^1 l5^1 -l6^1 l7^1 -l8^1 l9^1 -l10^1 l11^1 -l12^1]; 

   [l1^2 -l2^2 l3^2 -l4^2 l5^2 -l6^2 l7^2 -l8^2 l9^2 -l10^2 l11^2 -l12^2]; 

   [l1^3 -l2^3 l3^3 -l4^3 l5^3 -l6^3 l7^3 -l8^3 l9^3 -l10^3 l11^3 -l12^3]; 

   [l1^4 -l2^4 l3^4 -l4^4 l5^4 -l6^4 l7^4 -l8^4 l9^4 -l10^4 l11^4 -l12^4]; 

   [l1^5 -l2^5 l3^5 -l4^5 l5^5 -l6^5 l7^5 -l8^5 l9^5 -l10^5 l11^5 -l12^5]; 

   [l1^6 -l2^6 l3^6 -l4^6 l5^6 -l6^6 l7^6 -l8^6 l9^6 -l10^6 l11^6 -l12^6]; 

   [l1^7 -l2^7 l3^7 -l4^7 l5^7 -l6^7 l7^7 -l8^7 l9^7 -l10^7 l11^7 -l12^7]; 

   [l1^8 -l2^8 l3^8 -l4^8 l5^8 -l6^8 l7^8 -l8^8 l9^8 -l10^8 l11^8 -l12^8]; 

   [l1^9 -l2^9 l3^9 -l4^9 l5^9 -l6^9 l7^9 -l8^9 l9^9 -l10^9 l11^9 -l12^9]; 

   [l1^10 -l2^10 l3^10 -l4^10 l5^10 -l6^10 l7^10 -l8^10 l9^10 -l10^10 l11^10 -l12^10]; 

   [l1^11 -l2^11 l3^11 -l4^11 l5^11 -l6^11 l7^11 -l8^11 l9^11 -l10^11 l11^11 -l12^11]]; 

g9=a4*b6/(E1*I1); 

g10=(a5*b6+a4*b7)/(E1*I1); 

g11=(a5*b7-a4*b6*(a1+b3+c3))/(E1*I1); 

G=[0;0;0;0;0;0;0;0;0;g9;g10;g11]; 

CC=L^(-1)*G; 

BB=0; 

AA=0; 

for ii=1:12    

AA(ii)=CC(ii)*((Lm(ii)^4+c3*Lm(ii)^2+c4*Lm(ii)+c5)*(Lm(ii)^4+b3*Lm(ii)^2+b4*Lm(ii)+b5)-

(b6*Lm(ii)+b7)*(c1*Lm(ii)+c2))/(b6*Lm(ii)+b7)/(a4*Lm(ii)+a5); 

    BB(ii)=-CC(ii)*(Lm(ii)^4+c3*Lm(ii)^2+c4*Lm(ii)+c5)/(b6*Lm(ii)+b7); 

end 

Wz11=0; 

Wz12=0; 

Wz21=0; 

Wz22=0; 

Wz31=0; 
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Wz32=0; 

Wm11=0; 

Wm12=0; 

Wm21=0; 

Wm22=0; 

Wm31=0; 

Wm32=0; 

for ii=1:6 

Wz11=Wz11+AA(2*ii-1)*exp(uu*Lm(2*ii-1)); 

Wz12=Wz12+AA(2*ii)*exp(uu*Lm(2*ii)); 

Wz21=Wz21+BB(2*ii-1)*exp(uu*Lm(2*ii-1)); 

Wz22=Wz22+BB(2*ii)*exp(uu*Lm(2*ii)); 

Wz31=Wz31+CC(2*ii-1)*exp(uu*Lm(2*ii-1)); 

Wz32=Wz32+CC(2*ii)*exp(uu*Lm(2*ii)); 

end 

for ii=1:6 

Wm11=Wm11-E1*I1*Lm(2*ii-1)^2*AA(2*ii-1)*exp(uu*Lm(2*ii-1)); 

Wm12=Wm12-E1*I1*Lm(2*ii)^2*AA(2*ii)*exp(uu*Lm(2*ii)); 

Wm21=Wm21-E2*I2*Lm(2*ii-1)^2*BB(2*ii-1)*exp(uu*Lm(2*ii-1)); 

Wm22=Wm22-E2*I2*Lm(2*ii)^2*BB(2*ii)*exp(uu*Lm(2*ii)); 

Wm31=Wm31-E3*I3*Lm(2*ii-1)^2*CC(2*ii-1)*exp(uu*Lm(2*ii-1)); 

Wm32=Wm32-E3*I3*Lm(2*ii)^2*CC(2*ii)*exp(uu*Lm(2*ii)); 

end 

if(uu<0) 

    Wz1=Wz12; 

    Wz2=Wz22; 

    Wz3=Wz32; 

    Wm1=Wm12; 

    Wm2=Wm22; 

    Wm3=Wm32; 

else 

    Wz1=Wz11; 

    Wz2=Wz21; 

    Wz3=Wz31; 

    Wm1=Wm11; 

    Wm2=Wm21; 

    Wm3=Wm31; 

end 

end 

 

Подпрограмма «findDE» 

function [uz1,uz2,uz3,um1,um2,um3] = 

findDE(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,MM1,MM0,r1,c1,ck0,ts) 

d=1.85;  

l=22;  

h1=0.018; 

h2=0.54; 

h3=0.7; 

W1=2*I1/h1; 

W2=2*I2/h2; 

W3=2*I3/h3; 
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[Wz10, Wz20, Wz30, Wm10, Wm20, 

Wm30]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,0,0); 

[Wz10_md, Wz20_md, Wz30_md, Wm10_md, Wm20_md, 

Wm30_md]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d,0); 

[Wz10_ml, Wz20_ml, Wz30_ml, Wm10_ml, Wm20_ml, 

Wm30_ml]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l,0); 

[Wz10_mdl, Wz20_mdl, Wz30_mdl, Wm10_mdl, Wm20_mdl, 

Wm30_mdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d-l,0); 

dQ=9.8*500*[ts;ts;ts;ts]; 

Wz1Q0=[Wz10,Wz10_md,Wz10_ml,Wz10_mdl]; 

Wz2Q0=[Wz20,Wz20_md,Wz20_ml,Wz20_mdl]; 

Wz3Q0=[Wz30,Wz30_md,Wz30_ml,Wz30_mdl]; 

dz1=Wz1Q0*dQ 

dz2=Wz2Q0*dQ 

dz3=Wz3Q0*dQ 

Wm1Q0=[Wm10,Wm10_md,Wm10_ml,Wm10_mdl]; 

Wm2Q0=[Wm20,Wm20_md,Wm20_ml,Wm20_mdl]; 

Wm3Q0=[Wm30,Wm30_md,Wm30_ml,Wm30_mdl]; 

dm1=Wm1Q0*dQ/W1 

dm2=Wm2Q0*dQ/W2 

dm3=Wm3Q0*dQ/W3 

SEspec=findspec(v,1,1000,1);   

for w=1:1000  

[Wz1, Wz2, Wz3, Wm1, Wm2, 

Wm3]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,0,w); 

[Wz1_md, Wz2_md, Wz3_md, Wm1_md, Wm2_md, 

Wm3_md]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d,w); 

[Wz1_ml, Wz2_ml, Wz3_ml, Wm1_ml, Wm2_ml, 

Wm3_ml]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l,w); 

[Wz1_mdl, Wz2_mdl, Wz3_mdl, Wm1_mdl, Wm2_mdl, 

Wm3_mdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d-l,w); 

[Wz1_mdpl, Wz2_mdpl, Wz3_mdpl, Wm1_mdpl, Wm2_mdpl, 

Wm3_mdpl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d+l,w); 

[Wz1_mlpd, Wz2_mlpd, Wz3_mlpd, Wm1_mlpd, Wm2_mlpd, 

Wm3_mlpd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l+d,w); 

[Wz1_pd, Wz2_pd, Wz3_pd, Wm1_pd, Wm2_pd, 

Wm3_pd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d,w); 

[Wz1_pl, Wz2_pl, Wz3_pl, Wm1_pl, Wm2_pl, 

Wm3_pl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,l,w); 

[Wz1_pdl, Wz2_pdl, Wz3_pdl, Wm1_pdl, Wm2_pdl, 

Wm3_pdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d+l,w); 

Wz1Q=[[Wz1,Wz1_md,Wz1_ml,Wz1_mdl]; 

      [Wz1_pd,Wz1,Wz1_mlpd,Wz1_ml]; 

      [Wz1_pl,Wz1_mdpl,Wz1,Wz1_md]; 

      [Wz1_pdl,Wz1_pl,Wz1_pd,Wz1]]; 

Wz2Q=[[Wz2,Wz2_md,Wz2_ml,Wz2_mdl]; 

      [Wz2_pd,Wz2,Wz2_mlpd,Wz2_ml]; 

      [Wz2_pl,Wz2_mdpl,Wz2,Wz2_md]; 

      [Wz2_pdl,Wz2_pl,Wz2_pd,Wz2]];   

Wz3Q=[[Wz3,Wz3_md,Wz3_ml,Wz3_mdl]; 

      [Wz3_pd,Wz3,Wz3_mlpd,Wz3_ml]; 

      [Wz3_pl,Wz3_mdpl,Wz3,Wz3_md]; 
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      [Wz3_pdl,Wz3_pl,Wz3_pd,Wz3]]; 

  E=[[1,0,0,0]; 

     [0,1,0,0]; 

     [0,0,1,0]; 

     [0,0,0,1]];   

 e=exp(1); 

  R=[[1,e^(-d*1i*w/v),e^(-l*1i*w/v),e^((-l-d)*1i*w/v)]; 

     [e^(-d*1i*w/v),1,e^((-l+d)*1i*w/v),e^(-l*1i*w/v)]; 

     [e^(l*1i*w/v),e^((-d+l)*1i*w/v),1,e^(-d*1i*w/v)]; 

     [e^((l+d)*1i*w/v),e^(l*1i*w/v),e^(d*1i*w/v),1]];  

SE=SEspec(w)*R; 

W0=vosc(MM1,MM0,r1,c1,w); 

Wp=(-Wz1Q+W0-ck0*E)^(-1); 

SQ=conj(Wp)*SE*Wp'; 

Sz1=conj(Wz1Q)*SQ*Wz1Q';   

Sz2=conj(Wz2Q)*SQ*Wz2Q';   

Sz3=conj(Wz3Q)*SQ*Wz3Q';   

Wm1Q=[[Wm1,Wm1_md,Wm1_ml,Wm1_mdl]; 

      [Wm1_pd,Wm1,Wm1_mlpd,Wm1_ml]; 

      [Wm1_pl,Wm1_mdpl,Wm1,Wm1_md]; 

      [Wm1_pdl,Wm1_pl,Wm1_pd,Wm1]]; 

Wm2Q=[[Wm2,Wm2_md,Wm2_ml,Wm2_mdl]; 

      [Wm2_pd,Wm2,Wm2_mlpd,Wm2_ml]; 

      [Wm2_pl,Wm2_mdpl,Wm2,Wm2_md]; 

      [Wm2_pdl,Wm2_pl,Wm2_pd,Wm2]];   

Wm3Q=[[Wm3,Wm3_md,Wm3_ml,Wm3_mdl]; 

      [Wm3_pd,Wm3,Wm3_mlpd,Wm3_ml]; 

      [Wm3_pl,Wm3_mdpl,Wm3,Wm3_md]; 

      [Wm3_pdl,Wm3_pl,Wm3_pd,Wm3]]; 

Sm1=conj(Wm1Q)*SQ*Wm1Q'/W1/W1;   

Sm2=conj(Wm2Q)*SQ*Wm2Q'/W2/W2;   

Sm3=conj(Wm3Q)*SQ*Wm3Q'/W3/W3;   

isz11(w)=Sz1(1,1); 

isz12(w)=Sz1(2,2); 

isz13(w)=Sz1(3,3); 

isz14(w)=Sz1(4,4); 

isz21(w)=Sz2(1,1); 

isz22(w)=Sz2(2,2); 

isz23(w)=Sz2(3,3); 

isz24(w)=Sz2(4,4); 

isz31(w)=Sz3(1,1); 

isz32(w)=Sz3(2,2); 

isz33(w)=Sz3(3,3); 

isz34(w)=Sz3(4,4); 

ism11(w)=Sm1(1,1); 

ism12(w)=Sm1(2,2); 

ism13(w)=Sm1(3,3); 

ism14(w)=Sm1(4,4); 

ism21(w)=Sm2(1,1); 

ism22(w)=Sm2(2,2); 

ism23(w)=Sm2(3,3); 

ism24(w)=Sm2(4,4); 
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ism31(w)=Sm3(1,1); 

ism32(w)=Sm3(2,2); 

ism33(w)=Sm3(3,3); 

ism34(w)=Sm3(4,4); 

 

X(w)=w; 

end 

Iz11=trapz(X,isz11); 

Iz12=trapz(X,isz12); 

Iz13=trapz(X,isz13); 

Iz14=trapz(X,isz14); 

Iz21=trapz(X,isz21); 

Iz22=trapz(X,isz22); 

Iz23=trapz(X,isz23); 

Iz24=trapz(X,isz24); 

Iz31=trapz(X,isz31); 

Iz32=trapz(X,isz32); 

Iz33=trapz(X,isz33); 

Iz34=trapz(X,isz34); 

Im11=trapz(X,ism11); 

Im12=trapz(X,ism12); 

Im13=trapz(X,ism13); 

Im14=trapz(X,ism14); 

Im21=trapz(X,ism21); 

Im22=trapz(X,ism22); 

Im23=trapz(X,ism23); 

Im24=trapz(X,ism24); 

Im31=trapz(X,ism31); 

Im32=trapz(X,ism32); 

Im33=trapz(X,ism33); 

Im34=trapz(X,ism34); 

Dz1=(Iz11+Iz12+Iz13+Iz14)*1/4 

Dz2=(Iz21+Iz22+Iz23+Iz24)*1/4 

Dz3=(Iz31+Iz32+Iz33+Iz34)*1/4 

Dm1=(Im11+Im12+Im13+Im14)*1/4 

Dm2=(Im21+Im22+Im23+Im24)*1/4 

Dm3=(Im31+Im32+Im33+Im34)*1/4 

uz1=dz1^2+Dz1; 

uz2=dz2^2+Dz2; 

uz3=dz3^2+Dz3; 

um1=dm1^2+Dm1; 

um2=dm2^2+Dm2; 

um3=dm3^2+Dm3; 

end 

 

Подпрограмма «findDSqE» 

function [A] = findDSqE(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,kf) 

filename = 'Spectr.xlsx'; 

filename2 = 'knv.xlsx'; 

x=v*100*xlsread(filename,1,'A:A')/6.28; 

y=10^-6*xlsread(filename,1,'B:B')*6.28; 

xi=round(min(x)):0.005:round(max(x)); 
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z=interp1(x,y,xi,'linear'); 

d=1.85;  

l=22;  

h1=0.18; 

h2=0.24; 

h3=0.3; 

Wx1=2.91*10^-4; 

Wx2=2*I2/h2; 

Wx3=2*I3/h3; 

It=0.133*10^4; 

Iv=0.129*10^6; 

M0=2750*kf; 

M1=91400*kf; 

r1=71500; 

c1=8.55*10^6; 

ck0=5*10^8; 

ts=(M0+M1)/4000; 

dQ=9.8*500*[ts;ts;ts;ts]; 

[Wz1, Wz2, Wz3, Wm1, Wm2, 

Wm3]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,0,0); 

[Wz1_md, Wz2_md, Wz3_md, Wm1_md, Wm2_md, 

Wm3_md]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d,0); 

[Wz1_ml, Wz2_ml, Wz3_ml, Wm1_ml, Wm2_ml, 

Wm3_ml]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l,0); 

[Wz1_mdl, Wz2_mdl, Wz3_mdl, Wm1_mdl, Wm2_mdl, 

Wm3_mdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d-l,0); 

[Wz1_mdpl, Wz2_mdpl, Wz3_mdpl, Wm1_mdpl, Wm2_mdpl, 

Wm3_mdpl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d+l,0); 

[Wz1_mlpd, Wz2_mlpd, Wz3_mlpd, Wm1_mlpd, Wm2_mlpd, 

Wm3_mlpd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l+d,0); 

[Wz1_pd, Wz2_pd, Wz3_pd, Wm1_pd, Wm2_pd, 

Wm3_pd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d,0); 

[Wz1_pl, Wz2_pl, Wz3_pl, Wm1_pl, Wm2_pl, 

Wm3_pl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,l,0); 

[Wz1_pdl, Wz2_pdl, Wz3_pdl, Wm1_pdl, Wm2_pdl, 

Wm3_pdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d+l,0); 

Wz1Q0=[[Wz1,Wz1_md,Wz1_ml,Wz1_mdl]; 

      [Wz1_pd,Wz1,Wz1_mlpd,Wz1_ml]; 

      [Wz1_pl,Wz1_mdpl,Wz1,Wz1_md]; 

      [Wz1_pdl,Wz1_pl,Wz1_pd,Wz1]]; 

Wz2Q0=[[Wz2,Wz2_md,Wz2_ml,Wz2_mdl]; 

      [Wz2_pd,Wz2,Wz2_mlpd,Wz2_ml]; 

      [Wz2_pl,Wz2_mdpl,Wz2,Wz2_md]; 

      [Wz2_pdl,Wz2_pl,Wz2_pd,Wz2]];  

Wz3Q0=[[Wz3,Wz3_md,Wz3_ml,Wz3_mdl]; 

      [Wz3_pd,Wz3,Wz3_mlpd,Wz3_ml]; 

      [Wz3_pl,Wz3_mdpl,Wz3,Wz3_md]; 

      [Wz3_pdl,Wz3_pl,Wz3_pd,Wz3]];  

Wm1Q0=[[Wm1,Wm1_md,Wm1_ml,Wm1_mdl]; 

      [Wm1_pd,Wm1,Wm1_mlpd,Wm1_ml]; 

      [Wm1_pl,Wm1_mdpl,Wm1,Wm1_md]; 

      [Wm1_pdl,Wm1_pl,Wm1_pd,Wm1]]; 
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Wm2Q0=[[Wm2,Wm2_md,Wm2_ml,Wm2_mdl]; 

      [Wm2_pd,Wm2,Wm2_mlpd,Wm2_ml]; 

      [Wm2_pl,Wm2_mdpl,Wm2,Wm2_md]; 

      [Wm2_pdl,Wm2_pl,Wm2_pd,Wm2]]; 

Wm3Q0=[[Wm3,Wm3_md,Wm3_ml,Wm3_mdl]; 

      [Wm3_pd,Wm3,Wm3_mlpd,Wm3_ml]; 

      [Wm3_pl,Wm3_mdpl,Wm3,Wm3_md]; 

      [Wm3_pdl,Wm3_pl,Wm3_pd,Wm3]]; 

dz1=abs(sum(Wz1Q0*dQ)/4); 

dz2=abs(sum(Wz2Q0*dQ)/4); 

dz3=abs(sum(Wz3Q0*dQ)/4); 

dm1=abs(sum(Wm1Q0*dQ/Wx1)/4); 

dm2=abs(sum(Wm2Q0*dQ/Wx2)/4); 

dm3=abs(sum(Wm3Q0*dQ/Wx3)/4); 

for s=1:0.1:round(130*v/80*3.6)-1  

w=s; 

[Wz1, Wz2, Wz3, Wm1, Wm2, 

Wm3]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,0,w); 

[Wz1_md, Wz2_md, Wz3_md, Wm1_md, Wm2_md, 

Wm3_md]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d,w); 

[Wz1_ml, Wz2_ml, Wz3_ml, Wm1_ml, Wm2_ml, 

Wm3_ml]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l,w); 

[Wz1_mdl, Wz2_mdl, Wz3_mdl, Wm1_mdl, Wm2_mdl, 

Wm3_mdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d-l,w); 

[Wz1_mdpl, Wz2_mdpl, Wz3_mdpl, Wm1_mdpl, Wm2_mdpl, 

Wm3_mdpl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d+l,w); 

[Wz1_mlpd, Wz2_mlpd, Wz3_mlpd, Wm1_mlpd, Wm2_mlpd, 

Wm3_mlpd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l+d,w); 

[Wz1_pd, Wz2_pd, Wz3_pd, Wm1_pd, Wm2_pd, 

Wm3_pd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d,w); 

[Wz1_pl, Wz2_pl, Wz3_pl, Wm1_pl, Wm2_pl, 

Wm3_pl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,l,w); 

[Wz1_pdl, Wz2_pdl, Wz3_pdl, Wm1_pdl, Wm2_pdl, 

Wm3_pdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d+l,w); 

Wz1Q=[[Wz1,Wz1_md,Wz1_ml,Wz1_mdl]; 

      [Wz1_pd,Wz1,Wz1_mlpd,Wz1_ml]; 

      [Wz1_pl,Wz1_mdpl,Wz1,Wz1_md]; 

      [Wz1_pdl,Wz1_pl,Wz1_pd,Wz1]]; 

Wz2Q=[[Wz2,Wz2_md,Wz2_ml,Wz2_mdl]; 

      [Wz2_pd,Wz2,Wz2_mlpd,Wz2_ml]; 

      [Wz2_pl,Wz2_mdpl,Wz2,Wz2_md]; 

      [Wz2_pdl,Wz2_pl,Wz2_pd,Wz2]]; 

Wz3Q=[[Wz3,Wz3_md,Wz3_ml,Wz3_mdl]; 

      [Wz3_pd,Wz3,Wz3_mlpd,Wz3_ml]; 

      [Wz3_pl,Wz3_mdpl,Wz3,Wz3_md]; 

      [Wz3_pdl,Wz3_pl,Wz3_pd,Wz3]]; 

Wm1Q=[[Wm1,Wm1_md,Wm1_ml,Wm1_mdl]; 

      [Wm1_pd,Wm1,Wm1_mlpd,Wm1_ml]; 

      [Wm1_pl,Wm1_mdpl,Wm1,Wm1_md]; 

      [Wm1_pdl,Wm1_pl,Wm1_pd,Wm1]]; 

Wm2Q=[[Wm2,Wm2_md,Wm2_ml,Wm2_mdl]; 

      [Wm2_pd,Wm2,Wm2_mlpd,Wm2_ml]; 
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      [Wm2_pl,Wm2_mdpl,Wm2,Wm2_md]; 

      [Wm2_pdl,Wm2_pl,Wm2_pd,Wm2]]; 

Wm3Q=[[Wm3,Wm3_md,Wm3_ml,Wm3_mdl]; 

      [Wm3_pd,Wm3,Wm3_mlpd,Wm3_ml]; 

      [Wm3_pl,Wm3_mdpl,Wm3,Wm3_md]; 

      [Wm3_pdl,Wm3_pl,Wm3_pd,Wm3]];  

E=[[1,0,0,0]; 

     [0,1,0,0]; 

     [0,0,1,0]; 

     [0,0,0,1]];   

e=exp(1); 

R=[[1,e^(-d*1i*w/v),e^(-l*1i*w/v),e^((-l-d)*1i*w/v)]; 

     [e^(d*1i*w/v),1,e^((-l+d)*1i*w/v),e^(-l*1i*w/v)]; 

     [e^(l*1i*w/v),e^((-d+l)*1i*w/v),1,e^(-d*1i*w/v)]; 

     [e^((l+d)*1i*w/v),e^(l*1i*w/v),e^(d*1i*w/v),1]];  

SE=z(round(200*(w-x(1)),0))*R; 

W1=(M1*w^2-2*1i*r1*w-2*c1)/(M0*M1*w^4-1i*r1*(2*M0+M1)*w^3-

c1*(2*M0+M1)*w^2); 

W2=(4*Iv*w^2-2*1i*r1*l^2*w-2*c1*l^2)/(4*M0*Iv*w^4-1i*r1*(2*M0*l^2+4*Iv)*w^3-

c1*(2*M0*l^2+4*Iv)*w^2); 

W11=(W1+W2)/2+d^2/4/It/w^2; 

W12=(W1+W2)/2-d^2/4/It/w^2; 

W13=(W1-W2)/2; 

W0=[[W11,W12,W13,W13]; 

    [W12,W11,W13,W13]; 

    [W13,W13,W11,W12]; 

    [W13,W13,W12,W11]]; 

RG=-Wz1Q+W0-1/ck0*E; 

Wp=(-Wz1Q+W0-1/ck0*E)^(-1); 

for jg=1:4 

    for jh=1:4 

        tWp(jg,jh)=Wp(jh,jg); 

        cWp(jg,jh)=real(Wp(jg,jh))-1i*imag(Wp(jg,jh)); 

    end 

end 

Wq=Wp/w^2; 

SQ=cWp*SE*tWp; 

WW=cWp*tWp; 

Sz1=conj(Wz1Q)*SQ*Wz1Q'; 

Sz2=conj(Wz2Q)*SQ*Wz2Q';   

Sz3=conj(Wz3Q)*SQ*Wz3Q';   

Sm1=conj(Wm1Q)*SQ*Wm1Q'/Wx1/Wx1;  

Sm2=conj(Wm2Q)*SQ*Wm2Q'/Wx2/Wx2;  

Sm3=conj(Wm3Q)*SQ*Wm3Q'/Wx3/Wx3;   

isz11(round(10*s-9))=abs(Sz1(1,1)); 

isz12(round(10*s-9))=abs(Sz1(2,2)); 

isz13(round(10*s-9))=abs(Sz1(3,3)); 

isz14(round(10*s-9))=abs(Sz1(4,4)); 

isz21(round(10*s-9))=abs(Sz2(1,1)); 

isz22(round(10*s-9))=abs(Sz2(2,2)); 

isz23(round(10*s-9))=abs(Sz2(3,3)); 

isz24(round(10*s-9))=abs(Sz2(4,4)); 



157 
 

 

 

isz31(round(10*s-9))=abs(Sz3(1,1)); 

isz32(round(10*s-9))=abs(Sz3(2,2)); 

isz33(round(10*s-9))=abs(Sz3(3,3)); 

isz34(round(10*s-9))=abs(Sz3(4,4)); 

ism11(round(10*s-9))=abs(Sm1(1,1)); 

ism12(round(10*s-9))=abs(Sm1(2,2)); 

ism13(round(10*s-9))=abs(Sm1(3,3)); 

ism14(round(10*s-9))=abs(Sm1(4,4)); 

ism21(round(10*s-9))=abs(Sm2(1,1)); 

ism22(round(10*s-9))=abs(Sm2(2,2)); 

ism23(round(10*s-9))=abs(Sm2(3,3)); 

ism24(round(10*s-9))=abs(Sm2(4,4)); 

ism31(round(10*s-9))=abs(Sm3(1,1)); 

ism32(round(10*s-9))=abs(Sm3(2,2)); 

ism33(round(10*s-9))=abs(Sm3(3,3)); 

ism34(round(10*s-9))=abs(Sm3(4,4)); 

X(round(10*s-9))=w; 

FR(round(10*s-9))=Wq(1,1); 

end 

Iz11=trapz(X,isz11); 

Iz12=trapz(X,isz12); 

Iz13=trapz(X,isz13); 

Iz14=trapz(X,isz14); 

Iz21=trapz(X,isz21); 

Iz22=trapz(X,isz22); 

Iz23=trapz(X,isz23); 

Iz24=trapz(X,isz24); 

Iz31=trapz(X,isz31); 

Iz32=trapz(X,isz32); 

Iz33=trapz(X,isz33); 

Iz34=trapz(X,isz34); 

Im11=trapz(X,ism11); 

Im12=trapz(X,ism12); 

Im13=trapz(X,ism13); 

Im14=trapz(X,ism14); 

Im21=trapz(X,ism21); 

Im22=trapz(X,ism22); 

Im23=trapz(X,ism23); 

Im24=trapz(X,ism24); 

Im31=trapz(X,ism31); 

Im32=trapz(X,ism32); 

Im33=trapz(X,ism33); 

Im34=trapz(X,ism34); 

Dz1=(Iz11+Iz12+Iz13+Iz14)*1/4; 

Dz2=(Iz21+Iz22+Iz23+Iz24)*1/4; 

Dz3=(Iz31+Iz32+Iz33+Iz34)*1/4; 

Dm1=(Im11+Im12+Im13+Im14)*1/4; 

Dm2=(Im21+Im22+Im23+Im24)*1/4; 

Dm3=(Im31+Im32+Im33+Im34)*1/4; 

uz1=dz1^2+Dz1; 

uz2=dz2^2+Dz2; 

uz3=dz3^2+Dz3; 
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um1=dm1^2+Dm1; 

um2=dm2^2+Dm2; 

um3=dm3^2+Dm3; 

A=[dz1,dz2,dz3,dm1,dm2,dm3,Dz1,Dz2,Dz3,Dm1,Dm2,Dm3,uz1,uz2,uz3,um1,um2,um3]; 

end 

 

Подпрограмма « SQplot » 

function [] = SQplot(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v) 

filename = 'Spectr.xlsx'; 

x=v*100*xlsread(filename,1,'A:A')/6.28; 

y=10^-6*xlsread(filename,1,'B:B')*6.28; 

xi=round(min(x)):0.005:round(max(x)); 

z=interp1(x,y,xi,'linear'); 

d=1.85;  

l=22;  

It=0.133*10^4; 

Iv=0.129*10^6; 

M0=2750; 

M1=91400; 

r1=71500; 

c1=8.55*10^6; 

ck0=5*10^8; 

[Wz1, Wz2, Wz3, Wm1, Wm2, 

Wm3]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,0,0); 

[Wz1_md, Wz2_md, Wz3_md, Wm1_md, Wm2_md, 

Wm3_md]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d,0); 

[Wz1_ml, Wz2_ml, Wz3_ml, Wm1_ml, Wm2_ml, 

Wm3_ml]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l,0); 

[Wz1_mdl, Wz2_mdl, Wz3_mdl, Wm1_mdl, Wm2_mdl, 

Wm3_mdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d-l,0); 

[Wz1_mdpl, Wz2_mdpl, Wz3_mdpl, Wm1_mdpl, Wm2_mdpl, 

Wm3_mdpl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d+l,0); 

[Wz1_mlpd, Wz2_mlpd, Wz3_mlpd, Wm1_mlpd, Wm2_mlpd, 

Wm3_mlpd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l+d,0); 

[Wz1_pd, Wz2_pd, Wz3_pd, Wm1_pd, Wm2_pd, 

Wm3_pd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d,0); 

[Wz1_pl, Wz2_pl, Wz3_pl, Wm1_pl, Wm2_pl, 

Wm3_pl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,l,0); 

[Wz1_pdl, Wz2_pdl, Wz3_pdl, Wm1_pdl, Wm2_pdl, 

Wm3_pdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d+l,0); 

for s=1:0.01:130  

w=s; 

[Wz1, Wz2, Wz3, Wm1, Wm2, 

Wm3]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,0,w); 

[Wz1_md, Wz2_md, Wz3_md, Wm1_md, Wm2_md, 

Wm3_md]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d,w); 

[Wz1_ml, Wz2_ml, Wz3_ml, Wm1_ml, Wm2_ml, 

Wm3_ml]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l,w); 

[Wz1_mdl, Wz2_mdl, Wz3_mdl, Wm1_mdl, Wm2_mdl, 

Wm3_mdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d-l,w); 

[Wz1_mdpl, Wz2_mdpl, Wz3_mdpl, Wm1_mdpl, Wm2_mdpl, 

Wm3_mdpl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-d+l,w); 
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[Wz1_mlpd, Wz2_mlpd, Wz3_mlpd, Wm1_mlpd, Wm2_mlpd, 

Wm3_mlpd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,-l+d,w); 

[Wz1_pd, Wz2_pd, Wz3_pd, Wm1_pd, Wm2_pd, 

Wm3_pd]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d,w); 

[Wz1_pl, Wz2_pl, Wz3_pl, Wm1_pl, Wm2_pl, 

Wm3_pl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,l,w); 

[Wz1_pdl, Wz2_pdl, Wz3_pdl, Wm1_pdl, Wm2_pdl, 

Wm3_pdl]=equation2(m1,m2,m3,E1,E2,E3,I1,I2,I3,U1,U2,U3,f1,f2,f3,v,d+l,w); 

Wz1Q=[[Wz1,Wz1_md,Wz1_ml,Wz1_mdl]; 

      [Wz1_pd,Wz1,Wz1_mlpd,Wz1_ml]; 

      [Wz1_pl,Wz1_mdpl,Wz1,Wz1_md]; 

      [Wz1_pdl,Wz1_pl,Wz1_pd,Wz1]]; 

E=[[1,0,0,0]; 

     [0,1,0,0]; 

     [0,0,1,0]; 

     [0,0,0,1]];   

e=exp(1); 

R=[[1,e^(-d*1i*w/v),e^(-l*1i*w/v),e^((-l-d)*1i*w/v)]; 

     [e^(d*1i*w/v),1,e^((-l+d)*1i*w/v),e^(-l*1i*w/v)]; 

     [e^(l*1i*w/v),e^((-d+l)*1i*w/v),1,e^(-d*1i*w/v)]; 

     [e^((l+d)*1i*w/v),e^(l*1i*w/v),e^(d*1i*w/v),1]];  

SE=z(round(200*(w-x(1)),0))*R; 

W1=(M1*w^2-2*1i*r1*w-2*c1)/(M0*M1*w^4-1i*r1*(2*M0+M1)*w^3-

c1*(2*M0+M1)*w^2); 

W2=(4*Iv*w^2-2*1i*r1*l^2*w-2*c1*l^2)/(4*M0*Iv*w^4-1i*r1*(2*M0*l^2+4*Iv)*w^3-

c1*(2*M0*l^2+4*Iv)*w^2); 

W11=(W1+W2)/2+d^2/4/It/w^2; 

W12=(W1+W2)/2-d^2/4/It/w^2; 

W13=(W1-W2)/2; 

W0=[[W11,W12,W13,W13]; 

    [W12,W11,W13,W13]; 

    [W13,W13,W11,W12]; 

    [W13,W13,W12,W11]]; 

RG=-Wz1Q+W0-1/ck0*E; 

Wp=(-Wz1Q+W0-1/ck0*E)^(-1); 

for jg=1:4 

    for jh=1:4 

        tWp(jg,jh)=Wp(jh,jg); 

        cWp(jg,jh)=real(Wp(jg,jh))-1i*imag(Wp(jg,jh)); 

    end 

end 

Wq=Wp/w^2; 

SQ=cWp*SE*tWp; 

WW=cWp*tWp; 

t=round(100*s)-99; 

X(t)=w; 

RZ1(t)=abs(Wp(1,1)); 

RZ2(t)=abs(Wp(2,2)); 

RZ3(t)=abs(Wp(3,3)); 

RZ4(t)=abs(Wp(4,4)); 

Y1(t)=abs(SQ(1,1)); 

Y2(t)=abs(SQ(2,2)); 
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Y3(t)=abs(SQ(3,3)); 

Y4(t)=abs(SQ(4,4)); 

ZZ1(t)=angle(SQ(1,1)); 

ZZ2(t)=angle(SQ(2,2)); 

ZZ3(t)=angle(SQ(3,3)); 

ZZ4(t)=angle(SQ(4,4)); 

Wq1(t)=abs(Wq(1,1)); 

Wq2(t)=abs(Wq(2,2)); 

Wq3(t)=abs(Wq(3,3)); 

Wq4(t)=abs(Wq(4,4)); 

W01(t)=abs(W0(1,1)); 

W02(t)=abs(W0(2,2)); 

W03(t)=abs(W0(3,3)); 

W04(t)=abs(W0(4,4)); 

WW1(t)=abs(WW(1,1)); 

Z1=unwrap(ZZ1); 

Z2=unwrap(ZZ2); 

Z3=unwrap(ZZ3); 

Z4=unwrap(ZZ4); 

ARZ1(t)=angle(Wp(1,1)); 

ARZ2(t)=angle(Wp(2,2)); 

ARZ3(t)=angle(Wp(3,3)); 

ARZ4(t)=angle(Wp(4,4)); 

AZ1=unwrap(ARZ1); 

AZ2=unwrap(ARZ2); 

AZ3=unwrap(ARZ3); 

AZ4=unwrap(ARZ4); 

ARZQ1(t)=angle(Wq(1,1)); 

ARZQ2(t)=angle(Wq(2,2)); 

ARZQ3(t)=angle(Wq(3,3)); 

ARZQ4(t)=angle(Wq(4,4)); 

AZQ1=unwrap(ARZQ1); 

AZQ2=unwrap(ARZQ2); 

AZQ3=unwrap(ARZQ3); 

AZQ4=unwrap(ARZQ4); 

end 

rg=1; 

p1=plot(X,Y1,'b'); 

p1.LineWidth=1; 

hold on; 

p2=plot(X,Y2,'y'); 

p2.LineWidth=1; 

hold on; 

p3=plot(X,Y3,'g'); 

p3.LineWidth=1; 

hold on; 

p4=plot(X,Y4,'r'); 

p4.LineWidth=1; 

hold off; 

end 

Подпрограмма « findspec » 

function [res,err]=findspec(v,w1,w2,sheet) 
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filename = 'Spectr.xlsx'; 

xx=xlsread(filename,sheet,'A:A'); 

yy=xlsread(filename,sheet,'B:B'); 

%v=80/3.6; 

x=100*v*xx; 

y=10^-6*yy; 

xi=round(min(x)):0.1:round(max(x)); 

z=interp1(x,y,xi,'linear'); 

for w=w1:w2 

res(w)=z(10*w); 

end 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В  

ГОСТ Р Безбалластный путь высокоскоростных железнодорожных линий. 

Требования безопасности и методы контроля (первая редакция) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г  

Предложения по изменению ГОСТ 32698-2014 Скрепление рельсовое 

промежуточное железнодорожного пути. Требования безопасности и методы 

контроля (Письмо № 073/7599 от 27.05.2022) 



186 
 

 

 



187 
 

 

 



188 
 

 

 

 



189 
 

 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ Д  

Копии заявок на патенты № 2022112623, 2022112624, 2022112625, 2022112626, 

2022112627 от 11.05.2022 
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